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Les algébres AS réguliéres sont des algébres graduées proches des anneaux
de polynéme d'un point de vue homologique.
Définition
Soit R = ;> Ri une k-algebre N-graduée de type fini, avec Ry = k. On
dit que R est une algébre Artin-Schelter réguliére (AS réguliére) si

1. GKdim(R) < oo (condition sur la croissance de I'algébre)

2. gl.dim(R) = d < oo (dimension homologique)

; _Jo i#d
3. MR(H@F\% RR) - { Rk(g) i=d (O[l /c Z)
en tant que R-module a gauche (condition Gorenstein).

Si une algébre AS réguliere admet des relations quadratiques, on peut la
penser comme |'anneau des coordonnées d'un espace projectif non
commutatif, un “quantum P9-1".
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Exemples

1.

5.

Les anneaux de polynémes k[xp, . .., x4] sont des algébres AS
réguliéres de dimension d + 1 pour tout d > 0.

. En dimension 2 il existe deux types d'algébres AS réguliéres

k(x,y | xy = yx + x%) et Og(k®) =k(x,y | xy = qyx)

pour un scalaire non nul g € k.

. En dimension 3, classification compléte par des données

géométriques (Artin-Tate-Van den Bergh et Stephenson).

. En dimension > 4 on connait de nombreux exemples mais on est loin

d'une classification compléte.

En dimension 4, Pym étudie certaines algébres AS :

Théoreme (Pym '15)
Il existe 6 familles irréductibles de déformations lisses graduées de

A=

C[xo, x1, x2, x3] en tant qu'algebre Calabi-Yau, Koszul et ayant série

de Hilbert (1 — t)~*.
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d

proj(A) = idéaux
homogeénes premiers
sauf A=y

idéaux premiers
homogénes sauf A>;

«—

Clxo, - - - s Xn]
deg(x;) =1

C-algébre commutative A
N-graduée de type finie

’ Algébre AS réguliere ‘

Il'y a trop peu d'idéaux premiers homogénes en non commutatif :
> O4(k?) a seulement 4 idéaux homogenes : {0}, (x), (y) et (x,y)
» le plan de Jordan a 3 idéaux homogénes : {0}, (x) et (x,y)...
» A comparer avec les idéaux {0}, (y), (x — sy) et (x,y) de C[x, y],
ouscC.
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Soit A une algebre AS réguliére noethérienne. On appelle schéma
projectif noncommmutative associé a A et on note qgr-A la catégorie
quotient de la catégorie gr-A abélienne des A-modules a droite Z-gradués
de type fini par la sous-catégorie pleine tors-A des modules de torsion.

Exemple

Si A est une k-algébre commutative N-graduée de type finie alors qgr-A
est équivalente a la catégorie cohX des faisceaux cohérents sur

X = proj(A), le schéma projectif associé a A.

Proposition (Zhang, '96)

Deux algebres N-graduées qui sont twists de Zhang I'une de I'autre ont
des schémas projectifs noncommmutatives équivalents.

Exemple

Le plan quantique B = O4(k?) et le plan de Jordan J sont tous deux des
twists de Zhang de A = k[x, y], donc qgr-B ~ qgr-C ~ qgr-A ~ coh-P!.
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Twist de Zhang

Définition - Proposition (Zhang '96)

Soit A une k-algeébre N-graduée et soit o un automorphisme gradué de A.
Le twist de Zhang de A par o est |'algébre A° qui est égale a A en tant
que k-espace vectoriel gradué et dont le produit est donné par

ax b= ac™(b) sur des éléments homogénes a € A, et b € A,,.

Exemple

Le plan de Jordan J =k{x,y | yx — xy = x2) est un twist de Zhang de

A =Kk[x, y]. Avec o € Aut(A) donné par o(x) =x eto(y) =y — x :
xxy = xo(y) =xy — x

y*x =yo(x) = yx = xy = YAX—X*Y =X*X

xx x = xo(x) = x?

Donc il existe un morphisme de k-algebres surjectif J — A?. Or
hy(t) = (1 — t)72 et hao(t) = ha(t) = (1 — t)~2 donc J = A°.
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Algébres Calabi-Yau (tordues)
On note R¢ = R ®y R°P.
Définition (Ginsburg, Reyes-Rogalski-Zhang)
Une k-algébre N-graduée R est dite Calabi-Yau tordue (CY tordue) si

» R a une résolution projective finie de R€-modules de type fini

» |l existe un entier d et un automorphisme d'algébre 1 € Aut(A) tels

, 0 i+d
€\ ~v
que Extpe(R, R®) = { 1RI(E) i =d
en tant que Ré-modules gradués. Ici ¢ € 7 et 1R*({) est le R-bimodule
isomorphe a R en tant que k-espace vectoriel et tel que r -s -t = rsu(t).
L’'automorphisme 1 est appelé I'automorphisme de Nakayama et, si il est
intérieur, alors R est dite Calabi-Yau (CY).

Proposition (Reyes, Rogalski et Zhang, '14)

Une k-algebre AS réguliére R = P, Ri avec Ry =k est toujours CY
tordue.
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Retour a la dimension 4, sur C

Pym étudie les schémas projectifs noncommutatifs provenant d'algébres
quadratiques, Koszul et avec série de Hilbert (1 — t)~*.

On peut se peut se ramener, par twist de Zhang analytique, a un
représentant canonique qui est Calabi-Yau et Koszul.

Théoreme (Pym '15)

Il existe 6 familles irréductibles de déformations lisses graduées de

A = C[xo, x1, X2, x3] en tant qu'algébre Calabi-Yau, Koszul et ayant série
de Hilbert (1 — t)™*.

— Par paramétrisation de la variété des structures de Poisson
unimodulaires et quadratiques sur P3.



Classification de Pym'!

Les 6 familles du théoréme de Pym sont les adhérences des
GL(4, C)-orbites des formes normales suivantes :

Type Orbit Relations | Description
dimension
L(1,1,1,1) 14 (3) A skew-polynomial ring that is
Calabi-Yau [40, Example 5.5]
L(1,1,2) 17 (5) An algebra from [11, Theorem 1.1]
that is Calabi—Yau
R(2,2) 16 (7 A four-dimensional Sklyanin alge-
bra [5, 43, 44]
R(1,3) 21 (9) A central extension of a three-
dimensional Sklyanin algebra [31]
5(2,3) 17 (11) An Ore extension of C[zg, 21, z2] by
a divergence-free derivation
E(3) 13 (15) The quantization of the third sym-
metric power of P!

1. B. Pym, "Quantum deformations of projective three-space”’, Adv. Math., No. 281,

1216-1241, (2015)
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L'algebre de Pym E(3)

Le type E(3) correspond a I'algébre engendrée par xo, ..., x3 soumis aux
relations
[X0, x1] = 5x¢
45
[XQ,Xz] = —7X3 + 5XOX1
195 45
[X07 X3] = 7X2 — EXOX]_ + 5XOX2
3 2
[x1, %] = _§XOX1 + 3x0x2 + Xxj

5
[x1,x3] = Bxox1 — 3xox2 + Txox3 — §X12 + x1x0

[x2, x3] =

77 77 21 5
—?xoxz — 7X0X3 + 7x1x2 + Tx1x3 — 3x5.
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L'algebre de Pym E(3)

Le type E(3) correspond a I'algébre engendrée par xo, ..., x3 soumis aux
relations

[x0,x1] = 5x2

45
[Xo,Xz] = —?Xg + 5XOX1
195 , 45
[Xo,X3] = TXO — 7X0X1 + 5xpxo2
3
[x1,x] = _EXOXI + 3xgx0 + x12

5
[x1,x3] = Bxox1 — 3x0x2 + Txox3 — §X12 + x1x0
77 77

21 ,
[x2, x3] = — 5 X0X2 — 5 X0Xs + 5 X + Tx1x3 — 3x3.
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L'algebre de Pym E(3)

Le type E(3) correspond a I'algébre engendrée par xo, ..., x3 soumis aux
relations
[x0,x1] = 5x¢ =  xox1 = X|x0
45
[x0, x2] = Y 3 +5x0x1 =  X0X2 = XpXo
195 , 45 ,
[x0,Xx3] = X0 T XX +5x0x2 =  X0X3 = X3X0
3 2
[x1, %] = _EXOXI + 3x0x2 + X{
5
[x1,x3] = Bxox1 — 3x0x2 + Txox3 — §X12 + x1x0
77 77 21 )
[X27 X3] = —?XOXQ — ?XOX3 + ?X]_XQ + Tx1x3 — 3X3.
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L'algebre de Pym E(3)

Le type E(3) correspond a I'algébre engendrée par xo, ..., x3 soumis aux
relations
[x1, %] = X
5 5
[XlaX3] = - EX]_ + X1X2
21
[Xg, X3] = ?X]_XQ + 7x1x3 — 3X22.
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L'algebre de Pym E(3)

Le type E(3) correspond a I'algébre engendrée par xg, . .

relations

[x2, x3] =

., X3 soumis aux

2
—3x5.
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Construction des algebres A(n, a) et R(n, a)

Soit A =k[Xo,...,X] et, pour a € k, soit A et [, deux dérivations de A
données pour tout 0 < 7 < n par:

A(X,) =Xj_1 et I'a(X,-) = (a + i)X,‘ (X_1 = 0)
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Construction des algebres A(n, a) et R(n, a)

Soit A =k[Xp, ..., Xy] et, pour a € k, soit A et ', deux dérivations de A
données pour tout 0 < 7 < n par:

A(X,) =Xj_1 et I'a(X,-) = (a + i)X,‘ (X_1 = 0)

Ona[A,T]=A0l,—T,0A=A.
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Ona[A,T)]=Aol,—T,0A =A. En posant pour f,g € A par
{f.g} =A(f).(g) — Alg)la(f)

on obtient un crochet de Poisson sur A.
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Construction des algebres A(n, a) et R(n, a)

Soit A =k[Xp, ..., Xy] et, pour a € k, soit A et ', deux dérivations de A
données pour tout 0 < 7 < n par:

A(X,) =Xj_1 et I'a(X,-) = (a + i)X,‘ (X_1 = 0)
Ona[A,T)]=Aol,—T,0A =A. En posant pour f,g € A par
{f.g} =A(f).(g) — Alg)la(f)

on obtient un crochet de Poisson sur A. On note A(n, a) = (A, {—,—}).
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Une formule de déformation

On supposera dans la suite cark = 0.
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Proposition (Coll-Gerstenhaber-Giaquinto 1989)
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Exemples
» R(1, a) est isomorphe au plan de Jordan (si a # 0) :

Xo*Xi = X1+ Xg—aXoxXg et {Xo, X1} = —aX?
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> R(2,a) a pour relations

Xo*Xl —Xl*Xo :—aXo*Xo
Xo % Xo — Xo % Xo = — aXo x X1 — (Z)xo*xo

X1 xXo — Xo % X :(a+2)X0*X2—(a+ 1)X1*X1

2
n <‘3'J2r >X0*X1.

> A(2,a) a pour crochet de Poisson {Xo, X1} = —aXg,
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R(n, a) est une déformation de A(n, a)

» R(n,a) est graduée pour le degré d(X;) =1,
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R(n, a) est une déformation de A(n, a)
» R(n,a) est graduée pour le degré d(X;) =1,
> R(n,a) est filtrée pour le degré £(X;) = i, on note (R<')cy la
filtration,
A(RSY € RS=Y et [L(RS') C RY,
le gradué associé est commutatif, isomorphe a A, donc il peut &tre
muni d'un crochet de Poisson. Si e(a) =i et e(b) = :

vy

{a+ RSL b+ RYY} i=(axb— bxa) + RS2
=A(a)) (b)) — A(b))a(a7) + RS2

> le gradué associé est isomorphe a A(n, a) en tant qu'algébres de
Poisson. Par exemple dans R(2, a) :

2
X1 xXo — Xo % Xq :(a+2)X0*X2—(3+1)X1*X1+ <a_£ )Xo*Xl

donne {X1,X2} = (a+2)Xo - Xo — (a+ 1) X1 - X1.

14



Proposition permettant des arguments de récurrence

Proposition

On suppose a # 0 et on considére F € A. Alors on a les équivalences
suivantes :

1. F est normal dans R(n,a), i.e. Fx R(n,a) = R(n,a) x F
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1. F est normal dans R(n,a), i.e. Fx R(n,a) = R(n,a) x F
2. F est Poisson normal dans A(n, a), i.e. {F,A(n,a)} C FA(n,a)
3. F € ker A et [',(F) = uF pour un scalaire u € k.

e L'élément Xy est normal dans R(n, a), Poisson normal dans A(n, a) et

R(n,a) . .
W_R( l,a+1),

A(n, a)

Xo) = An—1,a+1).
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Théorémes (L.-Sierra, '19)
Soitn>1letack.

» R(n,a) est intégre et noethérienne.

n+1
» R(n,a) est engendrée par n+ 1 générateurs et ( i > relations

quadratiques explicites, pour tout 0 < i, j

J
X,*)(_,—XI*X,:Z< ak >]k*X Z< > ,Z*X'
k=1

» R(n,a) est Artin-Schelter réguliére de dimension n+ 1
» Pourn>2eta,bckona:

R(n,a) = R(n,b) <= a=b <= A(n,a) = A(n, b).
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R(n, a) est CY?
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> R(n,a) = ?*R(n,0) est un twist de Zhang de R(n,0)
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Comparaison R(n,a) et A(n, a)
Soit n > 2.
» Aut,R(n, a) = k* x k= PAut 4, A(n, a)
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sont homéomorphes
e P est un idéal primitif de R(n, a) si et seulement si c'est un idéal
Poisson primitif de A(n, a)

» R(n, a) satisfait |'équivalence de Dixmier-Moeglin :

P est primitif <= P est localement clos dans Spec R(n, a)
<= Z(Frac R/P) est algébrique sur k

et A(n, a) satisfait |'équivalence de Dixmier-Moeglin Poisson.

» Frac R(n, a) est isomorphe a un corps de Weyl Dy ,_1(k) si et

seulement si a € Q si et seulement si Frac A(n, a) est isomorphe a un

corps de Poisson-Weyl.

18



Corps des fractions

L'algébre R = R(n, a) est intégre et noethérienne, elle admet donc un
corps des fractions noncommutatif Frac R(n, a).
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(AX DA = KX X0, Xo, oo, Xl = KX, Ya, .o, Vil

1/ X\*
ouY; = Z P <_X;> AK(X;). (tranche locale A(X1/X) = 1).

Proposition

On a RIXy M =Kk[X5, Ya, ..., Yal[X1; XoTa), ice. (Yo := Xo)
XixY;,—Yix X1 = Xora(Y,') = Xo(a—f- I)Y, = (a+ i)Xo* Y;

Théoreme (L.-Sierra, '19)

Pour n > 1, le corps Frac R(n, a) est isomorphe a un corps enveloppant

Frac U(be.a @k K) oo K =k(Zo, 25, ..., Zs—2) est un corps commutatif
de fractions rationnelles en n — 2 variables et o b, , = Span(x, y, z)

x,y]=¢y, [x,z]=az, |[y,z]=0 (e=1ou?2)
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Corps des fractions - Exemple de R(2, a)
R(2, a) est engendré par Xp, Xi et X, soumis a
Xox X1 — Xy %xXg=—aXpxXo
Xo* Xo — Xo Xo = — aXo x X1 — (;)XO*XO

X1 xXo — Xox X :(a+2)X0*X2—(a+1)X1 * X1 +

<+2

2 5 >XQ*X1.
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Corps des fractions - Exemple de R(2, a)

R(2, a) est engendré par xp, x; et xo soumis a

XoX1 — X1Xp = —axg

a
XpX2 — XoXp = —axpX1 — (2> Xg

a+2
x1xp — xox1 = (a+ 2)xox2 — (a + 1)x12 + < ) >x0x1.
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Corps des fractions - Exemple de R(2, a)

R(2, a) est engendré par xp, x; et xo soumis a

XoX1 — X1Xp = —axg

a).2
= —axpXxX1 — ) X0

a+2
x1xp — xox1 = (a+ 2)xox2 — (a + 1)x12 + < ) >x0x1.

Xp0X2 — X2X0

1 1 1
Onay,=Xo— EXEIXIQ = Xo — ixale + a—2|— x1 et on calcule

XoX1 — X1Xo = —axg

xXoy2 —y2xo =0
x1y2 —yox1 = (a+2)xoy2
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R(2, a) est engendré par xp, x; et xo soumis a

XoX1 — X1Xp = —axg

a).2
= —axpXxX1 — ) X0

a+2
x1xp — xox1 = (a+ 2)xox2 — (a + 1)x12 + < ) >x0x1.

Xp0X2 — X2X0

1 1 a+1
Onay,=X; - EXEIX;LQ =X2 — fxale + i x1 et on calcule

2 2
XoX1 — X1Xo = —ax3 YiYo — Yoy1 = ayo
xoy2 —y2xo =0 <~ Yyoy2—yoo =0
x1y2 — yax1 = (a+2)xoy2 yiya—yoy1 = (a+2)y»

en posant yp = X et ¥ = xp 'x1.

20



Corps des fractions - Exemple de R(2, a)

R(2, a) est engendré par xp, x; et xo soumis a
_ 2
XoX1 — X1Xo = —axp

a
XpX2 — XoXp = —axpX1 — (2> Xg

a+2
x1xp — xox1 = (a+ 2)xox2 — (a + 1)x12 + < ) >x0x1.

1 1 a+1
Onay,=X; - EXEIX;LQ =X2 — fxale + i x1 et on calcule

2 2
XoX1 — X1Xo = —ax3 YiYo — Yoy1 = ayo
xoy2 —y2xo =0 <~ Yyoy2—yoo =0
x1y2 — yax1 = (a+2)xoy2 yiya—yoy1 = (a+2)y»

en posant yp = Xp et y{ = xo_lxl. Avec x = %yl, y=yoetz=y,ona
x.yl=y, [v.2]=0, [x,zZ]=az (a€k).
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Partie ||
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Rappel du contexte

Soit k un corps quelconque et o € k. On considére |'algébre de Lie g,
avec base (x,y, z) et crochets de Lie :

[X7y]:y7 [X,Z]:O[Z, [y,z]:0
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Rappel du contexte

Soit k un corps quelconque et o € k. On considére |'algébre de Lie g,
avec base (x,y, z) et crochets de Lie :

[X7y]:y’ [X,Z]:O[Z, [y,z]:0

Question : Peut-on déterminer une condition sur o et 3 nécessaire et
suffisante a I'isomorphisme des corps enveloppants K(g,) et K(gg)?
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Rappel du contexte

Soit k un corps quelconque et o € k. On considére |'algébre de Lie g,
avec base (x,y, z) et crochets de Lie :

x.yl=y, [x,zZl=az, [y,z]=0.
Question : Peut-on déterminer une condition sur o et 3 nécessaire et
suffisante a I'isomorphisme des corps enveloppants K(g,) et K(gg)?

Théoreme (Alev, Dumas et L.)

Le corps enveloppant K(g,) est isomorphe a un corps de Weyl si et
seulement si « est dans ko le sous-corps premier de k.
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Rappel du contexte

Soit k un corps quelconque et o € k. On considére |'algébre de Lie g,
avec base (x,y, z) et crochets de Lie :

[X7y]:y’ [X,Z]:O[Z7 [y,z]:0

Question : Peut-on déterminer une condition sur o et 3 nécessaire et
suffisante a I'isomorphisme des corps enveloppants K(g,) et K(gg)?
Théoreme (Alev, Dumas et L.)

Le corps enveloppant K(g,) est isomorphe a un corps de Weyl si et
seulement si « est dans ko le sous-corps premier de k.

Proposition (Alev, Dumas et L.)

Soit M € GLy(Z) et o, 5 € k\ ko tels que B = M.« pour I'action
homographique de GL>(Z) surk \ ko. Alors les corps K(g.) et K(gg)
sont isomorphes.
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Valuation sur K(g,)

L'inclusion de la sous-algébre de Lie dérivée g/, = ky @ kz dans
0o = kx ® ky @ kz induit une structure de U(gl,)-module libre sur U(g,)
de base {x* | k € N} :
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k=0
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On obtient une fonction degré sur U(g,) en posant deg(u) = n pour tout

u # 0.
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Valuation sur K(g,)

L'inclusion de la sous-algébre de Lie dérivée g/, = ky @ kz dans
0o = kx ® ky @ kz induit une structure de U(gl,)-module libre sur U(g,)
de base {x* | k € N} :

U(ga) = {Zaka ‘ n e N, dg,---,4dn S U(g:)z)}
k=0

On obtient une fonction degré sur U(g,) en posant deg(u) = n pour tout
u # 0.

Avec val = —deg on obtient une valuation sur U(g,), donc sur K(ga),
telle que val(y) = val(z) = 0 et val(x) = —1.
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Valuation sur K(g,)

L'inclusion de la sous-algébre de Lie dérivée g/, = ky @ kz dans
0o = kx ® ky @ kz induit une structure de U(gl,)-module libre sur U(g,)
de base {x* | k € N} :

U(ga) = {Zaka ‘ n e N, dg,---,4dn S U(g:)z)}
k=0

On obtient une fonction degré sur U(g,) en posant deg(u) = n pour tout
u # 0.

Avec val = —deg on obtient une valuation sur U(g,), donc sur K(ga),
telle que val(y) = val(z) = 0 et val(x) = —1.

Question : Peut-on déterminer une condition sur « et 3 nécessaire et
suffisante a I'isomorphisme des corps enveloppants K(g.) et K(gg) en
tant que corps valués?
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Complétion de K(g.)
Le corps K(go) = Frackly, z][x; Dy] ot Dy = yd, + azd, (on a
xa = ax + D,(a) pour tout a € K[y, z])
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Complétion de K(g.)

Le corps K(go) = Frackly, z][x; Dy] ot Dy = yd, + azd, (on a
xa = ax + D,(a) pour tout a € k[y, z]) est un sous-corps du corps
complété F(ga) ot u:=x"1, 6, :=—D, et :

F(ga) = k(y, 2)(u; 0a) = Za,-ui \ mez, ackly,z)

avec ua = au+ Y, 87 (a)u'* pour tout a € k(y, z).
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Complétion de K(g.)

Le corps K(go) = Frackly, z][x; Dy] ot Dy = yd, + azd, (on a
xa = ax + D,(a) pour tout a € k[y, z]) est un sous-corps du corps
complété F(ga) ot u:=x"1, 6, :=—D, et :

F(s2) = K(y, 2)(u:02) = { D aw’ | me Z, ai € k(y.2)
i=m
avec ua = au+y ;. 87 (a)u'* pour tout a € k(y, z).
Théoréeme (Dumas)

Il existe un isomorphisme valué entre les corps enveloppants K(g,) et
K(gg) si et seulement si il existe un isomorphisme entre les corps
complétés F(g.) et F(gg).
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Complétion de K(g.)

Le corps K(go) = Frackly, z][x; Dy] ot Dy = yd, + azd, (on a
xa = ax + D,(a) pour tout a € k[y, z]) est un sous-corps du corps
complété F(ga) ot u:=x"1, 6, :=—D, et :

F(s2) = K(y, 2)(u:02) = { D aw’ | me Z, ai € k(y.2)
i=m
avec ua = au+y ;. 87 (a)u'* pour tout a € k(y, z).
Théoréeme (Dumas)

Il existe un isomorphisme valué entre les corps enveloppants K(g,) et
K(gg) si et seulement si il existe un isomorphisme entre les corps
complétés F(g.) et F(gg).

Lemme (Dumas)

Pour tout f € F(gs) tel que val(f) > 0 I'élément 1 + f admet des racines
n-iémes pour une infinité d’entiers naturels n.
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Isomorphisme valué

Théoréme (Alev, Dumas, L.)

On suppose que cark = 0. Les corps complétés F(g,) et F(gg) sont
isomorphes si et seulement si o et 8 sont dans la méme orbite pour
I'action homographique de GLy(Z) surk\ Q.

Sketch de la preuve.
Soit ¢ : F(gs) = F(ga) un isomorphisme.

25



Isomorphisme valué

Théoréme (Alev, Dumas, L.)

On suppose que cark = 0. Les corps complétés F(g,) et F(gg) sont
isomorphes si et seulement si o et 8 sont dans la méme orbite pour
I'action homographique de GLy(Z) surk\ Q.

Sketch de la preuve.

Soit ¢ : F(g3) = F(ga) un isomorphisme. On a val(¢(uv')) =1 et
val(p(y')) = val(p(2')) =0,
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Isomorphisme valué

Théoréme (Alev, Dumas, L.)

On suppose que cark = 0. Les corps complétés F(g,) et F(gg) sont
isomorphes si et seulement si o et 8 sont dans la méme orbite pour
I'action homographique de GLy(Z) surk\ Q.

Sketch de la preuve.

Soit ¢ : F(g3) = F(ga) un isomorphisme. On a val(¢(uv')) =1 et
val(¢(y')) = val(p(2")) = 0, donc dans F(g.) = k(y, 2)(u; 04)) :

@(u’):c1u+czu2~|—---, ¢ €k(y,z), a1t #0
SO(Y/)ZYO+Y1U+Y2U2+"‘» yiek(y72)7 y07é07
sO(Z/):Zo+21u+22u2—|—--~, zi €k(y,z), zp #0.
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Isomorphisme valué

Théoréme (Alev, Dumas, L.)

On suppose que cark = 0. Les corps complétés F(g,) et F(gg) sont
isomorphes si et seulement si o et 8 sont dans la méme orbite pour
I'action homographique de GLy(Z) surk\ Q.

Sketch de la preuve.

Soit ¢ : F(g3) = F(ga) un isomorphisme. On a val(¢(uv')) =1 et
val(¢(y')) = val(p(2")) = 0, donc dans F(g.) = k(y, 2)(u; 04)) :

o()=cqut o+, c¢ek(y,z), a#0
SO(Y/):YO+Y1U+Y2U2+"‘» yiek(y72)7 y07é07
sO(Z/):Zo+21u+22u2—|—--~, zi €k(y,z), zp #0.

Les relations impliquent que yoDn(20) = Bz0Da(y0) dans k(y, z).
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Isomorphisme valué

Théoréme (Alev, Dumas, L.)

On suppose que cark = 0. Les corps complétés F(g.) et F(gg) sont
isomorphes si et seulement si o et 8 sont dans la méme orbite pour
I'action homographique de GLy(Z) surk \ Q.

Sketch de la preuve suite.

26



Isomorphisme valué

Théoréme (Alev, Dumas, L.)

On suppose que cark = 0. Les corps complétés F(g,) et F(gg) sont
isomorphes si et seulement si o et 8 sont dans la méme orbite pour
I'action homographique de GLy(Z) surk \ Q.

Sketch de la preuve suite.
On résout I'équation différentielle yoD,(20) = Bz0Du(y0) en plongeant

k(y, z) dans L(y) ou L = {J,cn k((z}/™)) est le corps algébriquement clos
des séries de Puiseux en z sur k.
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isomorphes si et seulement si o et 8 sont dans la méme orbite pour
I'action homographique de GLy(Z) surk \ Q.
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On résout I'équation différentielle yoD,(20) = Bz0Du(y0) en plongeant
k(y, z) dans L(y) ou L = {J,cn k((z}/™)) est le corps algébriquement clos
des séries de Puiseux en z sur k. Par décomposition en éléments simples
dans L(y) on prouve que zy = a(z)y9 et yo = b(z)y" ou a, b € k(z) sont

tels que
b (Do‘a(a) + q> =ap <Dat§b) + r) :
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Isomorphisme valué

Théoréme (Alev, Dumas, L.)

On suppose que cark = 0. Les corps complétés F(g,) et F(gg) sont
isomorphes si et seulement si o et 8 sont dans la méme orbite pour
I'action homographique de GLy(Z) surk \ Q.

Sketch de la preuve suite.

On résout I'équation différentielle yoD,(20) = Bz0Du(y0) en plongeant
k(y, z) dans L(y) ou L = {J,cn k((z}/™)) est le corps algébriquement clos
des séries de Puiseux en z sur k. Par décomposition en éléments simples
dans L(y) on prouve que zy = a(z)y9 et yo = b(z)y" ou a, b € k(z) sont

tels que
b (Do‘a(a) + q> =ap <Dat§b) + r) :

On résout cette équation différentielle par décomposition en éléments
simples dans k(z) et on trouve zp = Az"y9 et yp = uz™y" on
an+ q = B(am+ r) comme désiré.

O
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