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Les algebre pre-Lie

Définition
Soit k un corps; une algébre pre-Lie V' est un k-espace vectoriel muni
d’un produit bilinéaire {—,—}: V ® V — V tel que:

{{aa b}a C} - {av {ba C}} = {{av C}7 b} - {aa {Ca b}}

pour tous a,b,c € V.
Soit (V,{—, —}) une algeébre pre-Lie et pour tous a, b € V soit:

[a, b] :={a, b} — {b, a}

donc (V,[—, —]) est une algebre de Lie.
Si on part par une (d)g-pre-Lie on obtient une (d)g-Lie.
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Exemples

“ Tous les problemes de déformation sont controlés par une dg-Lie
algebre. "

Pour une algébre associative A la dg-Lie algebre est donnée par
Chn(A, A) les cochaines de Hochschild avec coefficients en A. Les
crochets de Lie [—, —] sont donnés par une structure de dg-pre-Lie sur
Chn(A, A) introduit par Gerstenhaber.

{f,gl (v, s Varm—1) == Zif(vl, cos &(Viy e oy Vikm)s oo s Vnbm—1)

pour tous f € CJy (A, A), g € CiL (A A).
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La méme situation se retrouve dans le complexe de
Chevalley-Eilenberg pour les algébres Lie, le complexe de Harrison
pour les algebres commutatives.

Soit {P(n)}, une opérade L(P) := P, P(n) et
L(P)sym := @, P(n)s, sont algebres pre-Lie.

Pour plus de détails : “Pre-Lie deformation theory” V. Dotsenko, S.
Shadrin, B. Vallette.
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Algébres en caractéristique positive

Soit L une algebre Lie on dit qu'elle est une une algebre de Lie
p-restreinte si L est équipée d'une opération supplémentaire
[Pl [ — [ telle que, pour tous x,y € L, \ € k:

(Ax)lPl = AP (x)lP],

p—1
[Pl — ,[p] [p] si(x,y)
(x+y) xPL o ylPl g ; ==

ad(xlPl) = (ad(x)).
Ce type des algebres apparait naturellement, par exemple I'algebre de

Lie d'un groupe algébrique defini sur un corps de caractéristique
positive p.
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Soit R une algebre commutative, sans unité. Elle est dit a puissances
divisées si elle est équipée d'une famille d'opérations 7; : R — R pour
i € N telle que, pour tous x,y € R, X € k:

Yn(x +y) = 27n i()i(y),

Yi(Ax) = >\ i(x),
VI(X) =X,

Tn(x)n(x) = (’" N ) Yrmta(x);

mn!

Ym(¥n(x)) = W’Ymn(x)-

Ce type des algebres apparait naturellement en caractéristique
positive p, par exemple pour avoir une version acyclic du complex de
formes de De Rham. Il est naturel de se demander si ces exemples

peuvent étre généralisés.
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Opérades

Définition

Soit {M(n)}nen une famille de k-espaces vectoriels munis pour tous
les n € N d’une action du groupe symétrique ¥, sur M(n). On
appelle ce type de structure un ¥-module et on note Modkz sa
catégorie. Elle est munie de un produit tensoriel symétrique

MX N(n) = @H—j:n Ind%;"x):jM(i) & N(J)

On définit deux structures monoidales de composition sur Mod,z::

o MOsN =@, M(r) ®s, N¥,

o MOXN =@, M(r) @* N¥r.

Définition
Une opérade est un monoide dans la catégorie (Mody, s, id) ; sa
catégorie est notée Op(Modj).
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Théoréme (B.Fresse)

Si on se restreint & des ¥X-module connexes (i.e. tel que
M(0) = N(0) = 0) alors MOx N = MOZN.

Corollary

Si on se restreint a des ¥_-module connexes, la catégorie des monoides

en (ModX,Ox, id) correspont 3 la catégorie des monoides en
(Mod¥, 0% id).
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.
Définition
On appelle les foncteurs S : Mod: — End(Modj),
S: M~ (S(M): Vi S(M,V)):

S(M)(V) = S(M, V) =P M(r) &z, V*',

et T : Mod> —s End(Mody), T : M (T(M) : V s T(M, V)):

F[(M)(V)=T(M,V) = @M Q@ Ver,

Schur et coSchur.

Le foncteur S(—, =) : (Mody, Os, id) — (End(Mody), o, id) est
monoidale.

Si P est une opérade alors S(P, —) est une monade.

Le foncteur I'(—, —) : (ModEf, 0%, id) — (End(Mody), o, id) est
monoidale.

Si P,est une opérade, connexe, alors '(P, —) est une monade.



Algebres

Définition

Soit P une opérade ; on appelle P-algébres les algébres définies par la
monade S(P,—). On appelle I P-algébres les algébres définies par la
monade (P, —).

Définition

La trace tr : [x] = )¢5, 0*x definit un morphisme de monade.
Proposition

La trace a une factorisation epi-mono

S(P,V) — A(P,V) — T (P, V) tel que A(P,—) est une monade.
Tous les I P-algébres sont AP-algebres et tous les AP-algebres sont
P-algebres.
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Remarque

En caractéristique zero la trace donne un isomorphisme de catégorie
entre [ P-algébres, NP-algébres et P-algébres.

Soit k corps de caractéristique positive p.

e Soit Com(n) = k, les Com-algebres sont les algeébres associatives,
commutatives et les I'Com-algebres sont les algebres a puissances
divisées.

Les ACom-algebres sont les algébres commutatives C telles que
xP =0 pour tous les x € C.

e Soit Lie(n) I'opérade tel que les Lie-algébres sont les algeébres Lie
donc les I Lie-algebres sont les algebres Lie p-restreintes.
Les ALie-algebres sont les algebres de Lie dans le sens usuel.
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Les algebre pre-Lie a puissances divisées

Notre but est d'avoir une présentation des algebres pre-Lie a
puissances divisées comme nous |'avons dans le cas des algebres
commutative et de Lie.

Cette théorie nous donne une définition générale pour les algebres a
puissances divisées mais elle n'est pas constructive.

Nous décrivons ci-aprés une présentation pour Apre-Lie et
I'pre-Lie-algebre.
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Définition
On appelle p-pre-Lie-algébres ou algébres pre-Lie p-restreintes, les
algebres pre-Lie telles que:

{...{y,x},x}...x} ={y, {.. . {x,x}...x}.
—_— —_——

p p

Théoréme (I. Dokas)
Les I pre-Lie-algébres sont des p-pre-Lie-algébres.
Théoreme (C.)

La categorie des p-pre-Lie-algébres coincident avec la categorie des
Apre-Lie-algébres.
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Proposition

Soit P une opérade donc I'(P,—) est un analyseur de Lazard.

“Un analyseur de Lazard est une monade qui peut étre décrite par
une famille des fonctions {f;, . }n. . r.en polynomiales de degré
(rl, ey I’n).”

fro 0 (Vi Vi) = = (Viy ooy Viyenoy V),
ERRR) seeesin Myeee, 0 seeestn
—~ —~—

i

(1)

frl,...,r,-...,rn(Vla ceey )\Via L] Vn) - )\ri(frl,..,,r,-...,r,,(vla LR} Vl'a = Vn))7

(2)
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Si (i j)"f=f

frl,...,r,-,...,rj,r,,(Vl, tee 7&7 s 7&7 ) Vn) =
i J
3
pin, (3)
ri r1,..l,r,~+rj,...,r,,(V1> HEKER a RIEEIE) Vn)a
i
f;'l,...,r,-...,rn(vla coat b7 ) Vn) =

r (4)

Z frl,,.., S ,r,-—s,...,r,,(V17 ceeyd, b: ) Vn)7
s=0

i

h(v)=v. (5)
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Définition

Soit {RT(n)} le X-module tel que RT(n) est |'espace vectoriel
engendré par les arbres avec une racine et n sommets étiquetés par les
nombres (1,...,n), et 'action de X, définie par permutation des
étiquetages. Ce ¥X-module forme une opérade:

T OV = E Tofv,

f:Out(r,i)—{1,...,n}
N ikf SNPIEN
1
3) 01\8/. = ] + |2 + |2
2

Théoréme (F. Chapoton, M. Livernet)
Les operades pre-Lie et RT sont isomorphes.
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Proposition

Soit P une opérade équipée d’une base B telle que B est clos par
I'action de X,,. Soit V' un espace vectoriel avec une base fixée V
alors, il existe un isomorphisme O : S(P,V) — (P, V') des espaces
vectoriels gradués.

On a une formule explicite pour calculer le morphisme composition
fi: [(pre-Lie, T (pre-Lie, V')) — ['(pre-Lie, V):

x(t)[ Stab(t)|

(Ov(Oty,...,0t,)) = Ot
HOV(Otr,..Otn)) =3 | Stab(v(ty, .. ., tn))| I1; | Stab(t;)]

ol ti,...,t, sont des éléments de la base de S(pre-Lie, V) et
v(Oty,...,0t,) est un élément de la base de

S(pre-Lie, I (pre-Lie, V')).
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Définition
Soient F, les arbres de la forme:

2 n+1

1

Théoreme

Soit V' un espace vectoriel avec une base fixée V, x un élément de ),
et t1,...,t, des éléments de

{T®e1 ®...R® ey| T est un n-arbre et ey,...,e, € B}, la base

canonique de RT (n) @ V®". Alors

(O F(x,0tq,...,0t,)) = O(u(F/[x, t1, . .., t])).
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Théoreme (C.)

Une T pre-Lie-algebre est un espace vectoriel avec une famille de

fonctions polynomiales {—; —, ..., =}, ., de degré (1,n,... 1)
——

n
telles que les relations (1),(2),(3),(4), et (5) sont satisfaites et:
XY Y, =X Yo (1)s - - Yo(n) Fro)potn) =

Xyt Ynta,
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{{X; Z1, ... ,Z,,}rl’__.,rm; Yis--- ,Yn}sl,...,sn —

% H {X {Zl Y1a""y"}a11 oy
=64+> o
rJ—Z’YJ

,,{Zl;yl,---ayn}a e Lol

1,r 1’

.a{Zm;YI,-..,Yn}a n1o ,CY {vay].?""yn}air”""’an ’

n,rm
yl, PPN ,Yn}l,...1,517-~-w3"'

21 of 22



Exemple

Proposition

Toutes les algébres Brace sont des [ pre-Lie-algébres.

Soit (V,((=;—,...,—))n>0) une Brace-algébre:
——

n

{xivi, oo Yntnr = Z O (X Y1y e s Yy ooy Yy ooy Yn)-
c€Sh(n,...,r) M r

Corollary

Soit P une opérade. L'espace vectoriel L(P) = @ ,cn P(n) est une
Ipre-Lie-algébre.
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