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Invariants de formes quadratiques

Formes quadratiques : premiers invariants

corpsFB% alez—l—---—i-a,,X,?:(al,...,a,,).

(1,1) ~ (2,5) sur Q7

discriminant : d((al, ey a,,)) =ay...a,  F*2 e F¥/F*2,

d((1,1)) =1-Q*? #10-Q** = d((2,5)).

(1,-3) ~ (3,-1) sur Q7

Hasse : s({a1,...,an)) = >i<j(ai aj)F € Br(F).
s((1,-3)) =0# (3,-1)g =s((3,-1)).
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Invariants de formes quadratiques

Suite de Kummer

Fs = cléture séparable  pp = {£1} C F*

1 12 FX—2>Fy 1

S S

HO(F, F) =2 HO(F, F) == HY(F, o) —— HY(F, F})
I I Il
FX FX 1
X X2 __ 1
F*/F*% = H(F, pn2)
H(F, F) = HP(F, ) —= HA(F, ) == H2(F, )
I I I
1 Br(F) Br(F)
H2(F, MQ) =2 BF(F)
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Cup produit
2 ® iz = iz (2/22) 9z (2/22) = (2/2Z)
<t H'(F,12) X H(F, pi2) — H™(F, )
H*(F, 2) = @, H*(F, u2) est une algebre sur Fs.

Notation : (a) =a-F*? e F*/F*? = HY(F, u)

Calcul
(a) - (b) = (a,b)F € 2Br(F) = H*(F, ) J
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Invariants <de Stiefel-Whitney>

discriminant :

d((a1,...,an) = (a1...an) = (a1) + - + (an) € F*/F*2 = H'(F, j12)
Hasse :

s({ar,...,an) = Yici@ia))F =22 () - (a) € 2Br(F) = H?(F, 112)
Delzant (1962) :

wi((a1,...,an)) = doicmci @) (ai) € H*(F, 112) (k < n)
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Invariants de formes quadratiques

Exemple

Regles :
(1)=0 (a)-(a) = (a) - (-1) (a) - (b) = (b) - (a)

W3(<1, dai, dz, a1a2>) = (31) . (32) . (3132)
= (a1) * (a2) * (a1) + (a1) + (a2)  (a2)
= (a1) - (a2) - (=1) + (a1) - (a2) - (1)
0.

W4(<17 a1, a2, 3132>) —

Calcul
Si —1 e F*2,

Wk(<1, ai, as, 3182>) = Wk(<b, aib, axb, 3132b>) pour tout b, k.
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Le module des invariants

Quad,(F) = {classes d’iso de formes quadratiques de dimension n sur F}
Quad,: Corpsg, — Ens covariant
Invg, (Quady, p2) = {transformations naturelles Quad, — H*( , u2)}

Théoreme

Invg, (Quad,, o) est module libre de base 1, wy, ..., w, sur H*(Fo, i2).

Démonstration.

HY( ,p2) x -+ x HY(,p2) = Quad,:  ((a1),...,(an)) — (a1,..., an)
Invi, (Quady, p12) = Invie, (H'( ', pi2), pi2) @ - -~ @ Inviy (HY(, 1), p12)

Inve, (HY( , p2), p2) est libre de base 1, id: HY(, pu2) — H*( , u2). my
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Invariants de classes de Witt

Invariants de classes de Witt

Idée : mesurer |'écart avec les formes hyperboliques (1, —1,...,1,—1).

UQuad,,(F) est un monoide pour L

n

W(F) = (U Quad,,(F))/{formes hyperboliques}
est un anneau ou (a) + (b) = (a,b), —(a) = (—a) et (a)-(b) = (ab).

eo((a1,...,an)) = nmod 2 € HO(F, i2) définit un homomorphisme
d'anneaux

eo: W(F) — H(F, ) = Z./27.
ker eg =: I(F) = {classes de Witt de formes de dimension paire}

J.-P. Tignol Invariants cohomologiques de degré 3 Journée des Doctorants 9 /20



Invariants de classes de Witt

e1((1,—-a)) = (a) € HY(F, 2) s'étend en un homomorphisme surjectif
er: I(F) — HY(F, u).
(a1,...,a2n) = (La1) — (1, —a2) + (L,a3) — -+~ — (1, —azn)

el((al, ceey 32,7)) = ((—1)"31 . 82,7) S Hl(F, /LQ)
=d((a1,...,an)) + n(-1).

kerer = I2(F) (= (I(F))?)
e((1,—a1) - (1,—a2)) = (a1) - (a2) s'étend en homomorphisme

e: I?(F) = H?(F, uo).

e((1,—a1) - (1,—a2)) = s((1,—a1) - (1, —an)) + (=1) - (-1).
ker e D I3(F)
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Invariants de classes de Witt

Notation : ((a1,...,an) = (1,—a1) ... - (1,—a,) (n-forme de Pfister)

Théoréme (Arason, 1975)

e3({(a1, a2, a3)) = (a1) - (a2) - (a3) s'étend en homomorphisme
e3: I3(F) = H3(F, o) et keres D I*(F).

Théoreme (Orlov-Vishik—Voevodsky, 2007)

Pour tout n, e,({a1,-..,an)) = (a1)-...- (an) s'étend en
homomorphisme surjectif
en: I"(F) — H"(F,p2) et kere, = I"TL(F).
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Tests d'hyperbolicité

eo(q) =07 Si non, g non hyperbolique.
Si oui, g € I(F) et on calcule e1(q).

ei(q) =07 Si non, g non hyperbolique.
Si oui, g € I2(F) et on calcule ex(q).

e(q) =107 Si non, g non hyperbolique.
Si oui, g € I3(F) et on calcule e3(q).

etc.

Si g €, !"(F), alors q est hyperbolique (Arason—Pfister, 1971).

En fait, g est hyperbolique si dimg < 2" et g € I"(F).
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Invariants de classes de Witt

Calcul de e3
Soit g € I3(F).
e dimg<8: e(q)=0.

o dimg=28: g (b)(a1,a a3)), e3(q) = (a1) - (a2) - (a3)-

dimg=10: g~ (1,-1) 4+ (b){a1, a0, a3)),
e3(q) = (a1) - (a2) - (a3)-

dimg=12: g~ (a)) - qo avec qo € I*(F), e3(q) = (a) - e2(qo)-

dimg > 14 : ?
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Invariants de torseurs

Cohomologie non abélienne

Principe

H'(F,Aut(S)) =

classes d'isomorphisme d'objets
sur F isomorphes a S sur une
cléture séparable

Cas particulier : pour gg forme hyperbolique de dimension 2n,

Aut(qo) = O(qo).

classes d'isométrie de formes

H'(F,0(q0)) = |quadratiques de dimension| = Quada,(F).

2n sur F
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Invariants de torseurs

L'invariant e

1——>0%(go)—=0(q0) L 12

0(qo) ~%% 11 —>~ H'(F, 0% (qo)) — H(F,0(qo)) 2> HY(F, o)

Hl(F7 0+(CI0)) =

-

Quadz,,(F)

classes d’isométrie de formes
quadratiques de dimension
2n dans I%(F)
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Invariants de torseurs

L'invariant e

1——pip—=Spin(go)——=07(go) —1

HY(F, Spin(go)) —— H'(F, 0% (qo)) —= H*(F, 12)

Hl(F, Spin(qo)) X

[—

Quads, (F)

classes d’'isométrie de formes
quadratiques de dimension
2n dans 13(F)
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Invariants de torseurs

L'invariant ez

Théoreme (Rost)

Pour tout groupe algébrique linéaire simple, simplement connexe G, il
existe un invariant canonique

R: H'(F,G) — H3(F,Q/Z(2))

Cas particulier : G = Spin(qo), R: H*(F,Spin(qo)) — H3(F, p).

Pour g € Quad3,"(F), &€ H*(F,Spin(qo)) tel que x(¢) =g,
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Formes hermitiennes

D corps non commutatif

h:VxV—=D h(y,x) = h(x,y)
O(h) = {isométries de h}

Pour hg hyperbolique de dimension 2n

classes d'isométrie de formes
H'(F,0O(ho)) = |hermitiennes de dimension| =: Herm,(D)
2n sur D

1——= 0" (hy) —= O(ho) 2 1

1 112 Spin(ho) —— Ot (hy) — 1

J.-P. Tignol Invariants cohomologiques de degré 3 Journée des Doctorants 18 / 20



Invariants de formes hermitiennes

Les invariants e;, e, €3

O(ho) ~25 iy —— HY(F,0% (ko)) — H(F, O(ho)) ~25 HY(F, o)
[

Herma,(D)

1, 772!—>h € ker e;

HY(F, Spin(ho)) —— H(F, 0% (hy)) —>= H(F 1)

’ i

5(m) — 8(m) = D Herm3, (D) — = (")

Si ep(h) =0 : disons §(m1) =0, x(&) = m1, alors on pose
e3s(h) = R(&) + F*- D € H3(F,Q/Z(2))/F* - D
f3(h) = 2R(&) € F* - D C H3(F, i)
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Invariants de formes hermitiennes

Conclusions

@ Les invariants faciles a calculer ne sont pas toujours utiles.
@ Les invariants utiles ne sont pas toujours faciles a calculer.

@ La construction de Rost permet de définir des invariants
cohomologiques de degré 3 dans plusieurs situations nouvelles.
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