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Plan.

@ Algébre de battages.
@ Espace vectoriel de mots gradué et connexe.
@ Produit de battage / Produit shuffle.
@ Coproduit de déconcaténation.

9 Algeébre des mots tassés WMat (G. H. E. Duchamp, N.
Hoang-Nghia et A. Tanasa).
@ Construction de I'espace vectoriel.
@ Produit et coproduit.
@ Algébre duale.

Q Algebre des diagrammes de dissection (C. Dupont).
@ Construction de I'espace vectoriel.
@ Produit et coproduit.
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Produit de battage / Produit shuffle.

Coproduit de déconcaténation.

@ X :={x; < X2 < ...} un alphabet infini, dénombrable et
totalement ordonné.

@ Un mot est une concaténation de lettres.
@ X, := {mots de longueur n}, M .= @ Vect(X,).

neN
Exemples
1 = ()a
X; pour i € N*¥, xixj pour (i,j) € N* x N*. ..
my = X{X3X1 + XoXiXo,
Mo = Xo+ X7X4 + 2X1X1 X1 — 3X7XoXo.
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Algebre de battages. Espace vectoriel de mots gradué et connexe.
Produit de battage / Produit shuffle.

Coproduit de déconcaténation.

@ Produit associatif.
@ Notation : L.
@ Battage de deux paquets de cartes.



Algébre de battages. Espace vectoriel de mots gradué et connexe.

Exemples

Produit de battage / Produit shuffle.
Coproduit de déconcaténation.

X1 LW X2
Xo LLI X1
Xo LLI (X1 LUX3)

(XQLUX1)LUX3

Xo X1 LI X4 X5

_l’_

—+

X1 X2 + XoXq,

XoX1 + X1 X2,

Xo L1 (X1 X3 + X3X1 )

Xo X1 X3 + X1 XoX3 + X1X3X2

XoX3Xq 4 X3XoX1 + X3X1 X2,

(XoX1 + X1 X2) LLiX3

XoX1X3 + XoX3X{ + X3XoXq

X1 XoX3 + X1X3Xo + X3X1 X2,

Xo X1 X4 X5 + XoX4X1 X5 + XoX4X5Xq
XaXoX1X5 + XaXoX5X1 + XaX5XoX].



Algébre de battages. Espace vectoriel de mots gradué et connexe.
Produit de battage / Produit shuffle.
Coproduit de déconcaténation.

Exemples

X{WXo = X{Xo+ XoXq,

Xo LLI X4 Xo X1 + X1Xo,

Xo LLI (X1 LUX3)

Xo L1 (X1 X3 + X3X1 )
= XoX{X3 + X1 XoX3 + X1X3Xo

_l’_

XoX3Xq 4 X3XoX1 + X3X1 X2,

(X2LLiX1) L X3 (XoX1 + X1 X2) LLiX3

XoX1X3 + XoX3X{ + X3XoXq

—+

X1 XoX3 + X1X3Xo + X3X1 X2,

Xo X1 LLI X4 X5 XoX1X4X5 + XoX4X1X5 + XoXa4X5Xq

+  XgXoX1X5 + X4 XoX5X1 + XgX5XoX].

Remarque.

Ce produit est commutatif. 5/18
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Algébre de battages. Espace vectoriel de mots gradué et connexe.
Produit de battage / Produit shuffle.

Coproduit de déconcaténation.

@ Opération duale du produit.
@ Notation : A.
@ Déconcaténation.

Exemples
Alx) = 1®x+x®1,pouri=>1,
A(X9X9X2X3) = 1 ® XgXgXoX3 + Xg ® XgXoX3 + XgXg @ XoX3
+  XgXgXo ® X3 + XgXgXoX3 ® 1,
A(xiXs + X3) = A(x1x5) + A(xz)

= 1®X1X5+ X1 ® X5+ X1 X5 ® 1
+ 1®X3—|—X3®1.



Algébre de battages. Espace vectoriel de mots gradué et connexe.
Produit de battage / Produit shuffle.

Coproduit de déconcaténation.

@ Opération duale du produit.
@ Notation : A.
@ Déconcaténation.

Alx) = 1@x+x,®1,pouri>1,
A(XoXgXoX3) = 1@ XgXgXoX3 + Xg @ XgXoX3 + XgXo ® X2X3
+  XgXgXo @ X3 + XgXgXoXz ® 1,
A(xixs +X3) = A(x1x5) + A(X3)

1R X1X5 + X1 ® X5 + X1 X5 @ 1
+ 1®X3—|—X3®1.

Ywe MAWw)=Aw)—1ow—-—wo1.
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Algébre de battages. Espace vectoriel de mots gradué et connexe.
Produit de battage / Produit shuffle.
Coproduit de déconcaténation.

Propriété
Le coproduit est coassociatif (/d est la fonction identité) ie

(A®ld)oA=(ld®A)o A

A(X1X2) = 1X1X+ X1 ®Xo+ X1 Xo ® 1,
N——
w
(Ald)(w) = 11X +13X1 03X +X1 011 X
+ 13x%31+x 0% 1+Xx1x131
(deoA)(w) = 11X +13X1 03X +1R XX ® 1

+ X1®1®X2—|—X1®X2®1—|—X1X2®1®1.
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V(v,w)e M x M;A(viuw) = A(v)wA(w)etA(1) =1 1.



Algébre de battages. Espace vectoriel de mots gradué et connexe.
Produit de battage / Produit shuffle.
Coproduit de déconcaténation.

Indispensable
Le coproduit doit étre un morphisme d’algébres M — M @ M
ie

V(v,w)e M x M;A(viuw) = A(v)wA(w)etA(1) =1 1.

Produit dans M @ M.

Soit (v ® vo, Wy @ ws) € (M ® M)2. On définit le produit de
tenseurs par :

(V1 & V2)LU(W1 & W2) = (V1 LUW1) (%) (VZLUWQ).



Algébre de battages. Espace vectoriel de mots gradué et connexe.

Produit de battage / Pro huffle.

Coproduit de déconcaténation.

A(Xs51UXq)

+

A(xs) LA (x1)
(exs+x1)w(1exy+x 1)
1® (XsX1 4+ X1X5) + X1 ® X5

X5 @ X1 + (X5X1 + X1 X5) @ 1

1®x5x1 +1® XyX5 + X1 ® X5
X5 @ Xy + X5X1 @1+ X1 X5 @ 1
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Algébre duale.

@ Introduite par : G. H. E. Duchamp, N. Hoang-Nghia et A.
Tanasa.

@ X :={Xo < Xy < Xz < ...} un alphabet infini, dénombrable
et totalement ordonné.

@ Un mot tassé w est une concaténation de lettres telles
que :

x; apparaitdans w = Vj € {1,...,i}, x; apparait dans w.

@ X := {mots tassés de longueur n},
WMat .= @ Vect(X;).
neN
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Construction de I'espace vectoriel.
Algébre des mots tassés WMat. Produit et coproduit.
Algébre duale.

Exemples
En degrés 1 et 2:

Xo, X1, XoXo, XoX1, X1X0, X1X1, X1 X2, X2X1.
En degré 3 :
XoXoXo, X1XoXo, XoX1X0, XoXoX1, X1X1X0, X1X0X1, XoX1X1, X1X1X1,

XoX1X2, XoXaX1, X1XoXp, XoX1Xp, X1XoX2, XoXoX1, X1X1X2, X1X2X1,
XoX1X1, XoXoX1, XoX1X2, X1XoX2, X1X2X3, X1X3X2, XoX1X3, XoX3X1,
X3X1X2, X3Xo0X1.

Quelques mots qui ne sont pas tassés :

XoX3, XoXa, X3X1X3, ...

11/18
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@ Produit donné par la concaténation décalée.

Xo X1 Xp * XoX1XoX3Xo = XoX1XoXoX3X0X5X4

@ Coproduit d’extraction-contraction.

A(X1X2Xg) = X1 @ XoXo + X2 @ X1 X0 + Xo @ Xq X2
+ X1Xo @ Xo + X1 Xo @ Xo + XoXg & X1
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@ Produit donné par la concaténation décalée.

Xo X1 Xp * XoX1XoX3Xo = XoX1XoXoX3X0X5X4

@ Coproduit d’extraction-contraction.

A(x1X2X0)

_l’_

X1 @ XoXg + Xo @ X1 Xo + Xo & X1 Xo
X1Xo @ Xo + X1 Xo @ Xo + XoXg & Xq
X1 ® X1 Xp + X1 ® X1 Xp + Xo ® X1 Xo
X1Xo @ Xo + X1 Xo ® X1 + X1 Xp ® Xq,
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@ Coproduit d’extraction-contraction.

A(x1X2X0)

A(X-] X2X1)

_l’_

_l’_

X1 @ XoXg + Xo @ X1 Xo + Xo & X1 Xo
X1Xo @ Xo + X1 Xo @ Xo + XoXg & Xq
X1 ® X1 Xp + X1 ® X1 Xp + Xo ® X1 Xo
X1Xo @ Xo + X1 Xo ® X1 + X1 Xp ® Xq,
X1 @ XoXg + Xo @ X1X1 + X1 & XgXo
X1Xo @ Xg + X1 X1 @ Xo + XoX1 & Xp
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A(X-] X2X1)
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_l’_

_l’_

X1 @ XoXg + Xo @ X1 Xo + Xo & X1 Xo
X1Xo @ Xo + X1 Xo @ Xo + XoXg & Xq
X1 ® X1 Xp + X1 ® X1 Xp + Xo ® X1 Xo
X1Xo @ Xo + X1 Xo ® X1 + X1 Xp ® Xq,
X1 @ XoXg + Xo @ X1X1 + X1 & XgXo
X1Xo @ Xg + X1 X1 @ Xo + XoX1 & Xp
X1 & X1 X0 + X1 @ X1X1 + X1 & XoXq
X1Xo @ Xo + X1 X1 @ X1 + XoX1 & Xp-

12/18



Construction de I'espace vectoriel.
Algebre des mots tassés WMat. Produit et coproduit.

Algebre duale.

13/18



Construction de I'espace vectoriel.
Algebre des mots tassés WMat. Produit et coproduit.

Algebre duale.

@ Existence d’'une algébre de Hopf duale.

13/18



Construction de I'espace vectoriel.
Algebre des mots tassés WMat. Produit et coproduit.

Algebre duale.

@ Existence d’'une algébre de Hopf duale.
@ Produit +— coproduit.

13/18



Construction de I'espace vectoriel.
Algebre des mots tassés WMat. Produit et coproduit.

Algebre duale.

@ Existence d’'une algébre de Hopf duale.
@ Produit +— coproduit.

@ Double battages. Soit w € WMat un mot tassé. On pose

ZX1ZX1 = ZX1 LI Xo +ZX2L1JX1
= 2ZX1 Xo + 2ZX2X1 .

13/18
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Construction de I'espace vectoriel.
Produit et coproduit.

Algebre des diagrammes de dissection.

En degrés 0,1 et 2 :

1 2 1 2 1 2
I ) ) .

En degré 3 :

yes
S el

15/18
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Construction de I'espace vectoriel.
Produit et coproduit.

Algebre des diagrammes de dissection.

@ Produit de concaténation.

O-B-OB.
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@ Produit de concaténation.

1 3 ] 3
(D~ &-D 4D
1 4 1 4
@ Coproduit de contraction-extraction avec un parameétre
xe{-1,1}
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Construction de I'espace vectoriel.
Produit et coproduit.

Algebre des diagrammes de dissection.

@ Produit de concaténation.

1 3 ] 3
(D~ &-D 4D
1 4 1 4
@ Coproduit de contraction-extraction avec un parameétre
xe{-1,1}

() - OO
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Construction de I'espace vectoriel.
Produit et coproduit.

Algebre des diagrammes de dissection.

@ Produit de concaténation.

1 3 ] 3
(D~ &-D 4D
1 4 1 4
@ Coproduit de contraction-extraction avec un parameétre
xe{-1,1}

(©) - © Do
+ @®®+1®@
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Construction de I'espace vectoriel.
Produit et coproduit.

Algebre des diagrammes de dissection.

@ Produit de concaténation.

1 3 ] 3
(D~ &-D 4D
1 4 1 4
@ Coproduit de contraction-extraction avec un parameétre
xe{-1,1}

{£) - 9 ]-
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Construction de I'espace vectoriel.
Produit et coproduit.

Algebre des diagrammes de dissection.

Deux familles de diagrammes patrticuliers :
@ Les échelles (notées Y, pour n € N*).

1 2 3
1 2
9 s 1 3 .
1 4
n

Ona A(Yn) = Z (Z) Yk ® Yn_k.

@ Les corolles (notées X, pour n € N*).

1 2 3
1 2
9 ’ 1 3 .
1 4

n
OnaA(X,ﬁ:Z( > X,-...X,-k>®Xk.
k=0 \ jo+---+ix=n—k
=0

17/18



Quelques points intéressants a étudier sur les
algebres de Hopf.
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Quelques points intéressants a étudier sur les
algebres de Hopf.

@ Etude de sous-objets, d’objets quotient.
@ Etude d’éléments particuliers : les primitifs.
@ Morphismes d’algébres de Hopf.
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