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0 Opérateurs de composition dans H?
@ Lespace H?

e Opérateurs de composition sur d’autres espaces
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Opérateurs de composition dans H* Lespace H 5
Opérateurs de composition compacts dans H=~

espace H?, définition

D={ze€C, |z < 1};
T={z€C lz|=1};
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? N
Opérateurs de composition compacts dans H=~

espace H?, définition

Notations

D={ze€C, |z < 1};

T={z€C ¢ =1};

Soit f € Hol(D) on note (a,).cn la suite telle que

V2 €D, f(2) =) and".
n=0
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? N
Opérateurs de composition compacts dans H=~

espace H?, définition

Notations

D={ze€C, |z < 1};

T={z€C ¢ =1};

Soit f € Hol(D) on note (a,).cn la suite telle que

V2 €D, f(2) =) and".
n=0

Définition

H? = {f € Hol(D) 3" |a, < oo}
n=0
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Opérateurs de composition dans H*
de composition compa

Premieres propriétés

@ H” est un espace de Hilbert avec la norme

|l = Z |an|?

neN
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace
P P .
Opérateurs de composition compacts dans H=~

Premieres propriétés

@ H” est un espace de Hilbert avec la norme

|l = Z |an|?

neN

@ La famille des monémes (z") est une base orthonormée de H>.
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Opérateurs de composition dans H* L'espace H*
Opérateurs de composition compact

Premieres propriétés

@ H” est un espace de Hilbert avec la norme

|l = Z |an|?

neN

@ La famille des monémes (z") est une base orthonormée de H>.
On peut identifier H? a I>(N)
(en regardant les coefficients de Taylor au lieu des fonctions).
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Opérateurs de composition dans H2

Limite radiale

Pour f € H?, et ¢ € T on définit la limite radiale :

£1(€) = lim £ (r¢)

3
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Opérateurs de composition dans H* L'espace H*
Opérateurs de composition compaci

Limite radiale

Pour f € H?, et ¢ € T on définit la limite radiale :

£1(€) = lim £ (r¢)

3

@ f*(&) existe pour presque tout £ € T.
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4 - 2 ) 2
Opérateurs de composition dans H* L'espace H*
Opérateurs de composition compaci

Limite radiale

Pour f € H?, et ¢ € T on définit la limite radiale :

£1(€) = lim £ (r¢)

3

@ f*(&) existe pour presque tout £ € T.
@ f* ¢ L*T)
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Opérateurs de composition dans H2 Lesp:
Opérateurs de composition cor

Norme et limite radiale

Soit f € H? et r €]0, 1]. On note f; la fonction sur D définie par

1r(2) = f(rz)
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4 - 2 ) 2
Opérateurs de composition dans H* L'espace H*
Opérateurs de composition compaci

Norme et limite radiale

Soit f € H? et r €]0, 1]. On note f; la fonction sur D définie par

1r(2) = f(rz)

f, est continue sur T, donc f, € L*(T).
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? ~
Opérateurs de composition compacts dans H*

Norme et limite radiale

Soit f € H? et r €]0, 1]. On note f; la fonction sur D définie par

1r(2) = f(rz)

f, est continue sur T, donc f, € L*(T).

iz = sup [Ifillre
relo,1]
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? ~
Opérateurs de composition compacts dans H*

Norme et limite radiale

Soit f € H? et r €]0, 1]. On note f; la fonction sur D définie par

1r(2) = f(rz)

f, est continue sur T, donc f, € L*(T).

72 = sup [l (= [If*]ee)
relo,1]
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Opérateurs de composition dans H2 Lesp:
Opérateurs de composition compa

Opérateurs de composition

Soit ¢ : D — D holomorphe. Lopération

C,: H?—77
f—fop

Rappels
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Opérateurs de composition dans H2 Lesp:
Opérateurs de composition compa

Opérateurs de composition

Soit ¢ : D — D holomorphe. Lopération

C,: H?—77
f—fop

@ est linéaire

Rappels
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Opérateurs de composition dans H2 Lesp:
Opérateurs de composition compa

Opérateurs de composition

Soit ¢ : D — D holomorphe. Lopération
C,: H*—7?

f—fop

@ est linéaire
@ Continue ?

Rappels

Loic Gaillard Opérateurs de composition



Opérateurs de composition dans H2 Lespace H?
Opérateurs de composition compacts dans H=~

Opérateurs de composition

Soit ¢ : D — D holomorphe. Lopération

C,: H?—77
f—fop

@ est linéaire
@ Continue ?

Rappels

Soit T : E — F linéaire avec E, F Banach.
T est continue lorsqu’elle est Bornée sur la boule unité de E.
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H?
Opérateurs de composition compacts dans H=~

Opérateurs de composition

Soit ¢ : D — D holomorphe. Lopération

C,: H?—77
f—fop

@ est linéaire
@ Continue ?

Rappels

Soit T : E — F linéaire avec E, F Banach.
T est continue lorsqu’elle est Bornée sur la boule unité de E.

ou encore : ||Tf|| < Cste.||f]|, Vf € E.
La norme de T est la plus petite constante possible.
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? N
Opérateurs de composition compacts dans H=~

Bornitude de C,

Théoréme : principe de Littlewood

1+ [¢(0)]

IC, || <
’ 1= |p(0)]
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? N
Opérateurs de composition compacts dans H=~

Bornitude de C,

Théoréme : principe de Littlewood

1+ [¢(0)]

IC, || <
’ 1= |p(0)]

Ingrédients de la preuve

@ On montre que si ¢(0) = 0, alors C,, est une contraction sur H* :
1Al < [IF1I-
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? N
Opérateurs de composition compacts dans H=~

Bornitude de C,

Théoréme : principe de Littlewood

1+ [¢(0)]

IC, || <
’ 1= |p(0)]

Ingrédients de la preuve

@ On montre que si ¢(0) = 0, alors C,, est une contraction sur H* :
ICf 1 < IIFII-
@ Pour ¢(0) = a € D, on utilise 'homographie ¢,(z) = m—

1 —az
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? N
Opérateurs de composition compacts dans H=~

Bornitude de C,

Théoréme : principe de Littlewood

1+ [¢(0)]

IC, || <
’ 1= |p(0)]

Ingrédients de la preuve

@ On montre que si ¢(0) = 0, alors C,, est une contraction sur H* :
1Al < [IF1I-

@ Pour ¢(0) = a € D, on utilise 'lhomographie ¢,(z) = 1a —
— az

1+|a

® IIC,. PP < 14
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H? N
Opérateurs de composition compacts dans H=~

Bornitude de C,

Théoréme : principe de Littlewood

1+ [¢(0)]

IC, || <
’ 1= |p(0)]

Ingrédients de la preuve

@ On montre que si ¢(0) = 0, alors C,, est une contraction sur H* :
1Al < [IF1I-

@ Pour ¢(0) = a € D, on utilise ’homographie ¢,(z) = 1a _EZ :
—az
14+|a
o HCAPa 2 S lt}aI
1+ |a
@ Cyp = Cp,00Cy, donc [|Cy|| < 1[4
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H?

Exemples

® po(z) =peD
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H?
Opérateurs

Exemples

® po(z) =peD

® ¢i(2)
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H?
Opératet

Exemples

® po(z) =peD

1+z
® pi(z) = 2
° - N a, a, —2
w0 =llgir=:
n=1
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace
Opérateur:

Exemples

® po(z) =peD

1+z
® pi(z) = 7
° - N a, a, —2
w0 =llgir=:
n=1

® (3(z) = exp (hi) :
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Opérateurs de composition dans H2

Opérateurs de composition compacts dans H?

0 Opérateurs de composition dans H?

@ Opérateurs de composition compacts dans H?

e Opérateurs de composition sur d’autres espaces
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs compacts dans les Hilbert

Rappel

Soit T : E — F une application linéaire entre Banach.
@ T est continu si T(Bg) est borné dans F.

@ T est compact si T(Bg) compact dans F.
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs compacts dans les Hilbert

Rappel

Soit T : E — F une application linéaire entre Banach.
@ T est continu si T(Bg) est borné dans F.
@ T est compact si T(Bg) compact dans F.

v

Théoreme

un critere suffisant (et nécessaire dans les Hilbert) :
Si T est limite dans B(H) d’opérateurs de rang fini, T est compact.
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs compacts : premier exemple

Théoréme
|||l < 1 alors C, est compact sur H>.
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs compacts : premier exemple

Théoréme
|||l < 1 alors C, est compact sur H>. J

0-¢(D)

[e%s) N
fop(z) =Y anp(z)", donc pour tout f € H?, Cof = lim Y e} (f)¢".
n=0 N—o0 0
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs compacts : premier exemple

Théoréme
|||l < 1 alors C, est compact sur H>. J

0-¢(D)

00 N

fop(z) =Y anp(z)", donc pour tout f € H?, Cof = Jim S er(f)e".
n=0 0 =0

On montre que c’est une limite dans B(H) :
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2
Opérateurs de composition compacts dans H"

Opérateurs compacts : premier exemple

Théoréme
|||l < 1 alors C, est compact sur H>. J

N
fop(z) = Z a,p(z)", donc pour tout f € H?, C, f = Jim S er(f)e"
— 00 n=0
On montre que c’est une limite dans B(H) :

IC, - Zenw|\< Z ezl 1=

n=N
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2
Opérateurs de composition compacts dans H"

Opérateurs compacts : premier exemple

Théoréme
|||l < 1 alors C, est compact sur H>. J

N
fop(z) = Z a,p(z)", donc pour tout f € H?, C, f = Jim S er(f)e"
— 00 n=0
On montre que c’est une limite dans B(H )

ICy — Zenw|\< Z \|6Z|\-|I<P”\|Hz§ > el
n=N—+1

n=N
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2
Opérateurs de composition compacts dans H"

Opérateurs compacts : premier exemple

Théoréme
|||l < 1 alors C, est compact sur H>. J

N
fop(z) = Z a,p(z)", donc pour tout f € H?, C, f = Jim S er(f)e"
— 00 n=0
On montre que c’est une limite dans B(H )

ICy — Zenw|\< Z \|6Z|\-|I<P”\|Hz§ > el
n=N—+1

n=N

IIsOH”!o+1

<Pl 4
1= lelloo

Loic Gaillard Opérateurs de composition



Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Exemple d’opérateur compact, avec ||p||. = 1

Soit 1(z) = i—;i ; S0it po(z) =z sur P avec a €0, 1[;
P

N w
0 N
—
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Exemple d’opérateur compact, avec ||p||. = 1

. = .
Soit ¢(z) = 1—+§ ; Soit p, (z) = z* sur P avec « €)0, 1[;

On prend Pa = ’(/}_l 0 pa 0.
P

N w
0 N
—
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs de composition non compacts

Beaucoup d’opérateurs de composition correspondants ne sont pas
compacts.

Théoréme J

Si C, estcompact, \({£ € T, |¢*| =1}) =0

0. |p(D) o(D)
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs de composition non compacts

Beaucoup d’opérateurs de composition correspondants ne sont pas
compacts.

Théoréme J

Si C, estcompact, \({£ € T, |¢*| =1}) =0

@ A gauche, une bijection conforme de D vers ¢(ID).

0. |p(D) o(D)
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs de composition non compacts

Beaucoup d’opérateurs de composition correspondants ne sont pas
compacts.

Théoréme
Si C, estcompact, \({£ € T, |¢*| =1}) =0 J
@ A gauche, une bijection conforme de D vers ¢(ID).
@ Adroite, o) (z) = ! erz.
0. |¢(D) o(D)
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Opérateurs de composition non compacts

Beaucoup d’opérateurs de composition correspondants ne sont pas
compacts.

Théoréme

Si C, estcompact, \({£ € T, |¢*| =1}) =0 J
@ A gauche, une bijection conforme de D vers ¢(ID).
@ Adroite, o) (z) = ! erz.

Les opérateurs de composition ne sont pas compacts.

0. |p(D) o(D)
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Un théoreme de comparaison

Théoréme

Soient ¢, deux symboles. On suppose que p; est INJECTIVE,
o(D) C (D) et C,, estcompact.

Alors C, est compact.
\ —
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Un théoreme de comparaison

Théoréme

Soient ¢, deux symboles. On suppose que p; est INJECTIVE,
o(D) C (D) et C,, estcompact.

Alors C, est compact.
\ —

La fonction x = ¢, ' o ¢ est bien définie, x : D — D.
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Un théoreme de comparaison

Théoréme

Soient ¢, deux symboles. On suppose que p; est INJECTIVE,
o(D) C (D) et C,, estcompact.

Alors C, est compact.
\ —

La fonction x = ¢, ' o ¢ est bien définie, x : D — D.
C, = C,C,,. Comme C,, estcompact...
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Le critere n’est pas nécessaire

On a une estimation : R
(D) "touche peu la frontiére” = C, est compact

Mais... < Faux en général
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Le critere n’est pas nécessaire

On a une estimation : R
(D) "touche peu la frontiére” = C, est compact

Mais... < Faux en général
(Barbara MacCluer et Joel H. Shapiro) il existe ¢ vérifiant :

® (D) =D\ {0}
@ v '(z) a2 éléments Vz € D\ {0} (¢ est 2-valente)
@ C, est compact.
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Le critere n’est pas nécessaire

On a une estimation : R
(D) "touche peu la frontiére” = C, est compact

Mais... < Faux en général
(Barbara MacCluer et Joel H. Shapiro) il existe ¢ vérifiant :

® (D) =D\ {0}
@ v '(z) a2 éléments Vz € D\ {0} (¢ est 2-valente)
@ C, est compact.

Un tel symbole » malgré sa "quasi-surjectivité”, n’a pas de limite
radiale de module 1 :

lim (7€) existe = |"(€)] # 1
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Opérateurs de composition dans H2

Opérateurs de composition compacts dans H?

Un critere nécessaire

Si C,, est compact, lim B < B
v “le=11 = |p(2)|
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Un critere nécessaire

Théoréme

: 11
SiC, est compact, im ———— =0
? pack S 1= lo(2)]

Cette fois, le critére prend en compte la "vitesse” a laquelle ¢(z)
s’approche de T quand z s’approche de T.
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Opérateurs de composition dans H2 Lespace H2 )
Opérateurs de composition compacts dans H~

Un critere nécessaire

Théoréme

: 11
SiC, est compact, im ———— =0
? pack S 1= lo(2)]

Cette fois, le critére prend en compte la "vitesse” a laquelle ¢(z)
s’approche de T quand z s’approche de T.

147z

Si on I'applique au symbole ¢ (z) = >

compact.

, on voit que C,, n'est pas
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Dans les espaces HP

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

0 Opérateurs de composition dans H?

e Opérateurs de composition sur d’autres espaces
@ Dans les espaces H?
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Espaces H? : définition

Soitp € [1, 0]
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Dans les espaces HP

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Espaces H? : définition

Soitp € [1, 0]

Rappels

@ Soit f € Hol(D) et r €]0, 1]. Soit £, la fonction sur D définie par
fr(2) :=f(rz)
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Dans les espaces HP

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Espaces H? : définition

Soitp € [1, 0]

Rappels

@ Soit f € Hol(D) et r €]0, 1]. Soit £, la fonction sur D définie par
fr(2) :=f(rz)

@ f,. est continue sur T, donc f, € L*(T).
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson

Opérateurs de composition sur d’autres espaces
P P P Dans les espaces de Miintz

Espaces H? : définition

Soitp € [1, 0]

Rappels

@ Soit f € Hol(D) et r €]0, 1]. Soit £, la fonction sur D définie par
fr(2) :=f(rz)

@ f,. est continue sur T, donc f, € L*(T).

@ HP? = {f € Hol(D), sup ||f+||r < oo}
relo,1]
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson

Opérateurs de composition sur d’autres espaces
P P P Dans les espaces de Miintz

Espaces H? : définition

Soitp € [1, 0]

Rappels
@ Soit f € Hol(D) et r €]0, 1]. Soit £, la fonction sur D définie par
fr(2) :=f(rz)

@ f,. est continue sur T, donc f, € L*(T).

@ HP? = {f € Hol(D), sup ||f+||r < oo}
relo,1]

@ HP est un espace de Banach, sa norme s’écrit :

fIf = sup / F(rE)PAAE)

relo,1]
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Dans les espaces HP
M Car

Opérateurs de composition sur d’autres espaces Dan

Mémes réponses que dans H?

Presque comme dans H>...
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Dans les espaces HP

. N , Cal
Opérateurs de composition sur d’'autres espaces D

Mémes réponses que dans H?

Presque comme dans H>...

Théoréme

Soitp € [1,00] et : D — D. Alors Cf € H? pour toutf € HP.
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Presque comme dans H>...

Théoréme
Soitp € [1,00] et : D — D. Alors Cf € H? pour toutf € HP.
1
1+ Iw(O)I)"
1 —[p(0)]

De plus, ¢, < (
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Presque comme dans H>...

Théoréme
Soitp € [1,00] et : D — D. Alors Cf € H? pour toutf € HP.
1
1+ Iw(O)I)”
1 —[p(0)]

De plus, ¢, < (

C, est compact sur H?> < C,, est compact sur HP.
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Dans les espaces HP

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Dans H*®

H> = {f € Hol(D), |[f|loc = sup If(z)] < oo}

v
Théoreme
Dans H>®,on a :

@ C, est toujours continu.
@ C, est compact ssi ||¢||- < 1.
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson
Dans ces de M

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

0 Opérateurs de composition dans H?

e Opérateurs de composition sur d’autres espaces

@ Mesures de Carleson
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Dans les espaces HP

. N , Mesures de Carleson
Opérateurs de composition sur d’'autres espaces

Définition

Soit ¢ une mesure sur D.
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson

Opérateurs de composition sur d'autres espaces
P P P Dans les espaces de Miintz

Définition

Soit ¢ une mesure sur D.
iy: HP
f

L ()
S

o . — .
Quand l'inclusion o est elle continue ?
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson

Opérateurs de composition sur d'autres espaces
P P P Dans les espaces de Miintz

Définition

Soit ¢ une mesure sur D.

iy: HY — L[P(p)
fo= f

) < Cste.||f||wr,Vf € HP ?

Quand l'inclusion est elle continue ?

Cela revient a demander ||f|
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson

Opérateurs de composition sur d'autres espaces S
P P P Dans de Miintz

Définition

Soit ¢ une mesure sur D.

HP = LP(u)
fo= f
) < Cste.||f||wr,Vf € HP ?

) . i,: .
Quand l'inclusion * est elle continue ?

Cela revient a demander ||f|

Définition
Sii,, est continu, on dit que . est une mesure de Carleson (pour H?).
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson

Opérateurs de composition sur d’autres espaces BEis

Pourquoi ?

Soit ¢* : T — D. On définit 4 = A\, mesure sur D.
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson

Opérateurs de composition sur d’autres espaces BEis

Pourquoi ?

Soit ¢* : T — D. On définit 4 = A\, mesure sur D.
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson

Opérateurs de composition sur d'autres espaces
P P P Dans les espaces de Miintz

Pourquoi ?

Soit ¢* : T — D. On définit 4 = A\, mesure sur D.

@ u(E) = M(¢*)"'(E)) pour E borélien de D. (définition)
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Carleson

Opérateurs de composition sur d'autres espaces
P P P Dans les espaces de Miintz

Pourquoi ?

Soit ¢* : T — D. On définit 4 = A\, mesure sur D.
@ u(E) = \(¢*)~(E)) pour E borélien de D. (définition)

o [ f(z)du(z) = /Tfo 0(&)d\(€) pour f : D — R, intégrable

=

S}

—

théoreme de transfert)
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Dans les esp
Mesures de

Opérateurs de composition sur d’autres espaces N i
Dans les esp

Pourquoi ?

Soit ¢* : T — D. On définit 4 = A\, mesure sur D.
= M(¢*)"'(E)) pour E borélien de D. (définition)

/f Ydu(z) /fo ©(£)dA(€) pour f : D — R, intégrable
(théoréme de transfert)

C, continu sur H? < 1 est une mesure de Carleson.
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Pourquoi ?

Soit ¢* : T — D. On définit 4 = A\, mesure sur D.
= M(¢*)"'(E)) pour E borélien de D. (définition)

/f Ydu(z) /fo ©(£)dA(€) pour f : D — R, intégrable
(théoréme de transfert)

C, continu sur H? < 1 est une mesure de Carleson.

C, est compagct ssi l'inclusion i, est compacte.
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Dans les espaces HP

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Dans les espaces de Miintz

Caractérisation dans les espaces de Hardy

Définition
Pour ¢ € T, h > 0 on définit la fenétre de Carleson :

W(E h) = {re® r €]l —h,1],|0 — arg(€)| < g}

Théoréme
@ 1 est une mesure de Carleson sur HP ssi (W (&, h)) = O(h)
@ i, est compact ssi (W(&, h)) = o(h).

X
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M
Dans les espaces de Miintz

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

0 Opérateurs de composition dans H?

e Opérateurs de composition sur d’autres espaces

@ Dans les espaces de Miintz
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

paces de Miintz

Théoreme de Muntz dans L? (resp. C([0, 1]))

Théoréme
Soit A = (\,), une suite de réels positifs croissante. (resp. Ao = 0).
Span(x*,x* .. x™ ..) est dense dans L7(]0, 1]) (resp. dans C([0,1]))

1
@ZTZOO.

n>1
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson
s espaces de Miintz

Théoreme de Muntz dans L? (resp. C([0, 1]))

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Théoréme
Soit A = (\,), une suite de réels positifs croissante. (resp. Ao = 0).
Span(x*,x* .. x™ ..) est dense dans L7(]0, 1]) (resp. dans C([0,1]))

1
@ZTZOO.

n>1

. 1 -
Si > — < o0, on note MY = Span(x*,n € N) (resp. MY°).
n>1 "\n
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Dans les espaces HP
Mesures de Carleson
s espaces de Miintz

Théoreme de Muntz dans L? (resp. C([0, 1]))

Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Théoréme
Soit A = (\,), une suite de réels positifs croissante. (resp. Ao = 0).
Span(x*,x* .. x™ ..) est dense dans L7(]0, 1]) (resp. dans C([0,1]))

1
@ZTZOO.

n>1

. 1 -
Si > — < o0, on note MY = Span(x*,n € N) (resp. MY°).
n>1 "\n

On les appelle les espaces de Mintz.
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M

Opérateurs de composition sur d'autres espaces a
P P P! Dans les espaces de Miintz

Opérateurs de composition

Si ¢ est une fonction de [0, 1] vers [0, 1] et f € M%, il est rarissime
qu'on ait f o p € MY
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Opérateurs de composition

Si ¢ est une fonction de [0, 1] vers [0, 1] et f € M%, il est rarissime
qu'on ait f o p € MY

On ne peut donc pas étudier C, : M\ — M’
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Opérateurs de composition

Si ¢ est une fonction de [0, 1] vers [0, 1] et f € M%, il est rarissime
qu'on ait f o p € MY

On ne peut donc pas étudier C, : M\ — M’
Malgré tout, on peut étudier la continuité de I'opération :

Co,: M, — I2(0,1])  (oucC([0,1]) sip = o)
o= fop
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Opérateurs de composition

Si ¢ est une fonction de [0, 1] vers [0, 1] et f € M%, il est rarissime
qu'on ait f o p € MY

On ne peut donc pas étudier C, : M\ — M’

Malgré tout, on peut étudier la continuité de I'opération :

Co,: M, — I2(0,1])  (oucC([0,1]) sip = o)
o= fop

Pour p < oo, on peut reformuler le probléme avec des mesures de

Carleson.
i ML — L(p) (b pw=2A,)
o= f
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Critere nécessaire de continuité

Il est facile de voir i, continu = p({1}) = 0.

2

A1)
o —
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Critere nécessaire de continuité

Il est facile de voir i, continu = p({1}) = 0.

La condition se traduit sur le symbole ¢ :

1 2

A1)
o —

C, n’est pas continu sur L”.
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Un meilleur critére nécessaire

On note J; l'intervalle [1 — ¢, 1].

Théoréme

p(Je)

Sii,, est continu, alors lim inf —— < o0
e=

3

Par exemple avec ¢(x) = 4x(1 —x), C, n’est pas continu.

2
1

0 T
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Critere suffisant de continuité

Sipu(J.) = O(¢) alors i), est continu.

Par exemple pour un symbole ¢ qui est C' par morceaux :

Théoréme

Sip='({1}) = {1, 12, .., 1, } €t pour tout i, la dérivée a droite et a
gauche de ¢ ent; est non nulle, alors C, est continu.

1\

i

O 1 7
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Critére suffisant de compacité

Sip(J.) = o(e) alors i, est compact.

Théoréme

Sip='({1}) = {11, 12, .., 1, } €t pour tout i, la dérivée a droite et a
gauche de ¢ ent; est infinie, alors C, est compact.

0 1 7
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Dans les espaces HP

ures de Car

Opérateurs de composition sur d'autres espaces a
P P P! Dans les espaces de Miintz

Merci !
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Bibliographie

¥ Joel H. Shapiro
Composition operators.
Springer, 1992.

@ Isabelle Chalendar, Emmanuel Fricain, Dan Timotin
Embedding theorems for Miintz Spaces
Annales de l'institut Fourier, 2011.

Loic Gaillard Opérateurs de composition



	Opérateurs de composition dans H2
	L'espace H2
	Opérateurs de composition compacts dans H2

	Opérateurs de composition sur d'autres espaces
	Dans les espaces Hp
	Mesures de Carleson
	Dans les espaces de Müntz


