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Opérateurs de composition dans H2
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L’espace H2, définition

Notations

D = {z ∈ C, |z| < 1} ;
T = {z ∈ C, |z| = 1} ;
Soit f ∈ Hol(D) on note (an)n∈N la suite telle que

∀z ∈ D, f (z) =

∞∑
n=0

anzn.

Définition

H2 = {f ∈ Hol(D)
∞∑

n=0
|an|2 <∞}.
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Premières propriétés

H2 est un espace de Hilbert avec la norme

||f ||H2 =

√∑
n∈N
|an|2

La famille des monômes (zn) est une base orthonormée de H2.

On peut identifier H2 à l2(N)

(en regardant les coefficients de Taylor au lieu des fonctions).
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Opérateurs de composition compacts dans H2

Premières propriétés

H2 est un espace de Hilbert avec la norme

||f ||H2 =

√∑
n∈N
|an|2
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Limite radiale

Pour f ∈ H2, et ξ ∈ T on définit la limite radiale :

f ∗(ξ) = lim
r→1

f (rξ)

f ∗(ξ) existe pour presque tout ξ ∈ T.
f ∗ ∈ L2(T)
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Norme et limite radiale

Soit f ∈ H2 et r ∈]0, 1[. On note fr la fonction sur D définie par

fr(z) := f (rz)

fr est continue sur T, donc fr ∈ L2(T).

||f ||2H2 = sup
r∈]0,1[

||fr||L2 (= ||f ∗||L2 )
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Opérateurs de composition compacts dans H2

Opérateurs de composition

Soit ϕ : D→ D holomorphe. L’opération

Cϕ : H2 −→??
f −→ f ◦ ϕ

est linéaire
Continue ?

Rappels

Soit T : E → F linéaire avec E,F Banach.
T est continue lorsqu’elle est Bornée sur la boule unité de E.

ou encore : ||Tf || ≤ Cste.||f ||,∀f ∈ E.

La norme de T est la plus petite constante possible.
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces
L’espace H2
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Bornitude de Cϕ

Théorème : principe de Littlewood

||Cϕ|| ≤

√
1 + |ϕ(0)|
1− |ϕ(0)|

Ingrédients de la preuve

On montre que si ϕ(0) = 0, alors Cϕ est une contraction sur H2 :
||Cϕf || ≤ ||f ||.

Pour ϕ(0) = a ∈ D, on utilise l’homographie ϕa(z) =
a− z

1− az
.

||Cϕa ||2 ≤
1+|a|
1−|a|

Cϕ = Cϕa◦ϕCϕa donc ||Cϕ|| ≤

√
1 + |a|
1− |a|
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces
L’espace H2
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Exemples

ϕ0(z) = p ∈ D·

ϕ1(z) =
1 + z

2
·

ϕ2(z) =
N∏

n=1

an

|an|
an − z
1− anz

·

ϕ3(z) = exp
(
−1− z

1 + z

)
·

Loı̈c Gaillard Opérateurs de composition
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Opérateurs de composition dans H2
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Opérateurs compacts dans les Hilbert

Rappel

Soit T : E → F une application linéaire entre Banach.
T est continu si T(BE) est borné dans F.
T est compact si T(BE) compact dans F.

Théorème

un critère suffisant (et nécessaire dans les Hilbert) :
Si T est limite dans B(H) d’opérateurs de rang fini, T est compact.
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Théorème

un critère suffisant (et nécessaire dans les Hilbert) :
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Opérateurs de composition compacts dans H2

Opérateurs compacts : premier exemple

Théorème

||ϕ||∞ < 1 alors Cϕ est compact sur H2.

f ◦ ϕ(z) =
∞∑

n=0
anϕ(z)n, donc pour tout f ∈ H2, Cϕf = lim

N→∞

N∑
n=0

e∗n(f )ϕn.

On montre que c’est une limite dans B(H) :

||Cϕ −
N∑

n=0
e∗nϕ

n|| ≤
∞∑

n=N+1
||e∗n ||.||ϕn||H2 ≤

∞∑
n=N+1

||ϕ||n∞

≤ ||ϕ||N+1
∞

1− ||ϕ||∞
→ 0
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Opérateurs compacts : premier exemple
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Exemple d’opérateur compact, avec ||ϕ||∞ = 1

Soit ψ(z) =
1− z
1 + z

; Soit pα(z) = zα sur P avec α ∈]0, 1[ ;

On prend ϕα = ψ−1 ◦ pα ◦ ψ.
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Opérateurs de composition compacts dans H2

Opérateurs de composition non compacts
Beaucoup d’opérateurs de composition correspondants ne sont pas
compacts.

Théorème

Si Cϕ est compact, λ({ξ ∈ T, |ϕ∗| = 1}) = 0

À gauche, une bijection conforme de D vers ϕ(D).

À droite, ϕ1(z) =
1 + z

2
·

Les opérateurs de composition ne sont pas compacts.
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Beaucoup d’opérateurs de composition correspondants ne sont pas
compacts.
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Un théorème de comparaison

Théorème
Soient ϕ,ψ deux symboles. On suppose que ϕ1 est INJECTIVE,
ϕ(D) ⊂ ϕ1(D) et Cϕ1 est compact.
Alors Cϕ est compact.

La fonction χ = ϕ−1
1 ◦ ϕ est bien définie, χ : D→ D.

Cϕ = CχCϕ1 . Comme Cϕ1 est compact...
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Le critère n’est pas nécessaire

On a une estimation :
ϕ(D) ”touche peu la frontière” ⇒ Cϕ est compact

Mais... ⇐ Faux en général
(Barbara MacCluer et Joel H. Shapiro) il existe ϕ vérifiant :

ϕ(D) = D \ {0}
ϕ−1(z) a 2 éléments ∀z ∈ D \ {0} (ϕ est 2-valente)
Cϕ est compact.

Un tel symbole ϕ malgré sa ”quasi-surjectivité”, n’a pas de limite
radiale de module 1 :

lim
r→1

ϕ(rξ) existe⇒ |ϕ∗(ξ)| 6= 1
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Un critère nécessaire

Théorème

Si Cϕ est compact, lim
|z|→1

1− |z|
1− |ϕ(z)|

= 0.

Cette fois, le critère prend en compte la ”vitesse” à laquelle ϕ(z)
s’approche de T quand z s’approche de T.

Si on l’applique au symbole ϕ1(z) =
1 + z

2
, on voit que Cϕ1 n’est pas

compact.
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Opérateurs de composition dans H2
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Dans les espaces Hp

Mesures de Carleson
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Espaces Hp : définition

Soit p ∈ [1,∞[

Rappels

Soit f ∈ Hol(D) et r ∈]0, 1[. Soit fr la fonction sur D définie par
fr(z) := f (rz)

fr est continue sur T, donc fr ∈ Lp(T).

Définition

Hp = {f ∈ Hol(D), sup
r∈]0,1[

||fr||Lp <∞}

Hp est un espace de Banach, sa norme s’écrit :

||f ||pHp = sup
r∈]0,1[

∫
T
|f (rξ)|pdλ(ξ)
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Espaces Hp : définition
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Opérateurs de composition dans H2
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Dans les espaces Hp

Mesures de Carleson
Dans les espaces de Müntz

Mêmes réponses que dans H2

Presque comme dans H2...

Théorème

Soit p ∈ [1,∞[ et ϕ : D→ D. Alors Cϕf ∈ Hp pour tout f ∈ Hp.

De plus, ||Cϕ|| ≤
(

1 + |ϕ(0)|
1− |ϕ(0)|

) 1
p

Théorème

Cϕ est compact sur H2 ⇔ Cϕ est compact sur Hp.
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Mêmes réponses que dans H2

Presque comme dans H2...
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Dans H∞

Définition

H∞ = {f ∈ Hol(D), ||f ||∞ = sup
z∈D
|f (z)| <∞}.

Théorème
Dans H∞, on a :

Cϕ est toujours continu.
Cϕ est compact ssi ||ϕ||∞ < 1.
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Définition

Soit µ une mesure sur D.

Quand l’inclusion iµ : Hp → Lp(µ)
f 7→ f est elle continue ?

Cela revient à demander ||f ||Lp(µ) ≤ Cste.||f ||Hp ,∀f ∈ Hp ?

Définition
Si iµ est continu, on dit que µ est une mesure de Carleson (pour Hp).
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Opérateurs de composition dans H2
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Opérateurs de composition sur d’autres espaces

Dans les espaces Hp

Mesures de Carleson
Dans les espaces de Müntz

Pourquoi ?

Soit ϕ∗ : T→ D. On définit µ = λϕ, mesure sur D.

On a :

µ(E) = λ((ϕ∗)−1(E)) pour E borélien de D. (définition)∫
D

f (z)dµ(z) =

∫
T

f ◦ ϕ(ξ)dλ(ξ) pour f : D→ R+ intégrable

(théorème de transfert)

Cϕ continu sur Hp ⇔ µ est une mesure de Carleson.

Cϕ est compact ssi l’inclusion iµ est compacte.
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Opérateurs de composition dans H2
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Pourquoi ?

Soit ϕ∗ : T→ D. On définit µ = λϕ, mesure sur D.

On a :

µ(E) = λ((ϕ∗)−1(E)) pour E borélien de D. (définition)∫
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Caractérisation dans les espaces de Hardy

Définition

Pour ξ ∈ T, h > 0 on définit la fenêtre de Carleson :

W(ξ, h) = {reiθ, r ∈]1− h, 1], |θ − arg(ξ)| < h
2
}

Théorème

µ est une mesure de Carleson sur Hp ssi µ(W(ξ, h)) = O(h)

iµ est compact ssi µ(W(ξ, h)) = o(h).
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Théorème de Müntz dans Lp (resp. C([0, 1]))

Théorème

Soit Λ = (λn)n une suite de réels positifs croissante. (resp. λ0 = 0).
Span(xλ0 , xλ1 , .., xλn , ..) est dense dans Lp([0, 1]) (resp. dans C([0, 1]))

⇔
∑
n≥1

1
λn

=∞.

Si
∑
n≥1

1
λn

<∞, on note Mp
Λ = Span(xλn , n ∈ N) (resp. M∞Λ ).

On les appelle les espaces de Müntz.
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Opérateurs de composition

Si ϕ est une fonction de [0, 1] vers [0, 1] et f ∈ Mp
Λ, il est rarissime

qu’on ait f ◦ ϕ ∈ Mp
Λ.

On ne peut donc pas étudier Cϕ : Mp
Λ → Mp

Λ

Malgré tout, on peut étudier la continuité de l’opération :

Cϕ : Mp
Λ → Lp([0, 1]) (ou C([0, 1]) si p =∞)

f 7→ f ◦ ϕ

Pour p <∞, on peut reformuler le problème avec des mesures de
Carleson.

iµ : Mp
Λ → Lp(µ) (où µ = λϕ)

f 7→ f
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Critère nécessaire de continuité

Il est facile de voir iµ continu⇒ µ({1}) = 0.

La condition se traduit sur le symbole ϕ :

Cϕ n’est pas continu sur Lp.
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Un meilleur critère nécessaire

On note Jε l’intervalle [1− ε, 1].

Théorème

Si iµ est continu, alors lim inf
ε→0

µ(Jε)
ε

<∞.

Par exemple avec ϕ(x) = 4x(1− x), Cϕ n’est pas continu.
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Critère suffisant de continuité

Théorème

Si µ(Jε) = O(ε) alors iµ est continu.

Par exemple pour un symbole ϕ qui est C1 par morceaux :

Théorème

Si ϕ−1({1}) = {t1, t2, .., tn} et pour tout i, la dérivée à droite et à
gauche de ϕ en ti est non nulle, alors Cϕ est continu.
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Critère suffisant de compacité

Théorème

Si µ(Jε) = o(ε) alors iµ est compact.

Théorème

Si ϕ−1({1}) = {t1, t2, .., tn} et pour tout i, la dérivée à droite et à
gauche de ϕ en ti est infinie, alors Cϕ est compact.
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Merci !
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