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Contexte

» Code TrioCFD : simulation d’écoulements turbulents instationnaires a faible nombre de Mach
dans des configurations industrielles.

> Trouver (u, p) € HY(Q) x L3(Q) tel que:

ou—vAu+ (u-grad)u+gradp = f,
divu = 0,
u(t=0) = up.

> Discrétisation en temps (schéma d’Euler semi-implicite).
Trouver (U™, P™ ) tel que :
6t71M(gm+1 7gm) + Kgm+1 + L(glﬂ)ngH + BTEm+1 — Em+1 and Bgm+1 — 0
1 Etape de prédiction : Trouver U* tel que
(M+ K+ LWU™)U* =F™" +5t7"MU™ + BTP™ GMRES
2 Solveur de pression : Trouver §P tel que

BM~'BTsP = —&§t~'BU*, Cholesky ou GCP
p™t = P" 4P

3 Etape de correction : Trouver U™ tel que
stT'MU™' =5t7"MU* + BT5P calcul direct

La matrice de masse M est diagonale.  On relaxe la condition CFL.
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R & D discrétisation spatiale

> Projection conforme dans H(div ; Q) Linke et al.
La pression est P°, on modifie F™", L(U™) et M.
Inconvénient : la matrice de masse modifiée n’est plus diagonale.
> Implémentation de la méthode des éléments finis de Galerkin discontinus.
Monter en ordre pour modéliser plus finement les phénoménes de turbulence (tourbillons).
Utiliser des mailles de différentes formes.

» Schéma MPFA Multiple Points Flux Approximation
Thése d’Andrew Peitavy, direction : C. Le Potier, E. Chénier ; collaboration : R. Eymard.
Reconstruction d’'un gradient de pression localement H(div)-conforme.

La pression est P°, on modifie la matrice de couplage B.

P> T-coercitivité : un outil pratique pour établir les conditions inf-sup discrétes.
Eléments finis non conformes : stage de césure d’Albéric Lefort en 2021.

Eléments finis de Galerkin discontinus : proposition de stage (et thése) 2022.
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Probléme de Stokes

> Onpose X = X9 pour X = H}(Q) ou L3(Q) ; et L3(Q) = L3(Q)9*7.
> Probléme continu, f € (H~'())9 :

Trouver (u, p) € H)(Q) x L2(Q) tel que { —vAu+ gg‘rgﬁ - 8
> Probléme variationnel :
Trouver (u, p) € HJ(Q) x L2(Q) tel que
wv € H)(Q), a(u,v) —b(v,p) = <f7">Hg)<n)7
vq € L5(Q), bu.q) = o

avec a(u,v) =v(Gradu, Gradv)», et b(v,p)=(q, divV);q.
Onpose V = {v € H{(Q) | divv = 0}.
» Probléme bien posé si :
> aet b sont continues, a est coercitive sur V et la condition inf-sup suivante est satisfaite :

b(v,
3B>0/vge 2@, sup 09

TP sy 2 Blall 2
veHl(@) IGrad v]| ;2o ©@
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Condition inf-sup

» Probléme variationnel :
vv € H(Q), a(u,v) — b(v, = (f,v ,
(.)€ HI@) x 2@ | 5(Q),  a(u,v) - b(v,p) (V)0
vq € L3(Q), b(u,q) = o
» Probléme bien posé si :

P> aet b sont continues, a est coercitive sur V et la condition inf-sup suivante est satisfaite :

b(v, q)
3B>0|VgeLd(Q), sup _mmn 2
0 veH1 ) Gradv]| > L@

{v € H}(Q); divv =0},

\'
HY(Q)=Va V!,
vVt = {(-A)'gradg; ge (@)}
Outil de la preuve de CIS : Girault-Raviart'86, cor. |-2.4.

1°) Lopérateur grad est un isomorphisme de L2(£2) dans V° ol
Vi {y e HT@% v By =0 Vo C V)
2°) Lopérateur div est un isomorphisme de V- dans L3(<).
Vg € L§(Q), 3vg € V' | divvg =g, [|Gradvgll,2q) < Clldll 20,
Remarque : la constante C est difficile a estimer | Voir par exemple Costabel-Dauge’15.
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Discrétisation

P Soit (75)s une famille de triangulations conformes de Q.
Soit (Qn)n C L3(Q).
> Discrétisation conforme : (Xs)n C HY ().

Trouver (Up, pr) € Xp x (Qn N L3(Q)) tel que

{ Yy € Xp,  a(up,Vp) — b(Vh,pn) = 4(Vh),
Van € Qn, b(up,qn) = 0.
Elements finis nodaux : P2 — P' ou P? — iso — P! par exemple.
Avantage : prouver que le probléme discret est posé.
Inconvénient : Couplage entre les noeuds.
> Discrétisation non conforme : (Xp)n ¢ H} ().
Trouver (up, pr) € X x (Qn N L3()) tel que
{ WWh € Xn,  an(Un,Vn) — bn(Vh, pn) = b(Vn),
van € Qn, bu(up, gn) = 0.

Avantage : Couplage entre les arétes pour d = 2 ou les faces pour d = 3.
Inconvénient : Erreur de consistance.
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Discrétisation

> Trouver (up, pp) € Xp X Qp tel

Wy € Xp,  am(Un, Vo) + biny(Vn, pn) = Li(Vh),
Vagn € Qp, bery(Un, gn) 0.

» Dans les deux cas V,, ¢ V ou:
Vi = {vh € Xn|Van € Qn, b)(Vh, gn) = 0}.
» Estimations d’erreur a priori, cas conforme :

— < H _ . _
Gradu — Grad up|l, 25y < thgm;hHGradu Graduh\llzm)-‘rthg\;hl\p anll 20y,

— < i _ . _
lp—pollizgy < "hlg(h lGradu — Grad up||;2 (o) + thgfoh llp = anll2q)-
» Estimations d’erreur a priori, cas non conforme :
u—u < inf |ju—v inf -
I wlln S vh'gxhl\ hHh+thgohHP hnll 20y
_ < i _ i _
llp—prlla, < vh'g(hl\u VhHththngth Al 20yl (U; P« -

2 2
avec thHh = Z HGradvh”LZ(K)-
KETh
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Maillage

» Domaine Q polygonal ou polyédrique de frontiére Lipschitzienne.
Nk Ny
Triangulation réguliére de simplexes : 75 = |_J Ke. Ensemble des facettes : F = | F.
=1 f=1

Nf Nf
Facettes intérieures : 7y = |_J F. Facettes du bord : FP = U F
f=1 F=Ng+1

Barycentres des facettes : (x,)',V:’ i

Vecteur orthonormaux aux facettes : (n,);\z1 (ny orienté vers I'extérieur si Fy € 09Q).
P> hg : diamétre de I'élément K,  pk : diamétre de la boule inscrite dans K,

Pour d = 2, o < 2/sin(0), ou 6 est le plus petit angle de la triangulation.
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Forme bilinéaire (uy, v,), et opérateur divy,

» Fonctions réguliéres par morceaux.

> PuH = {v € 12(Q)|VK € T, vik € H1(K)}.

Vv, we PpH', (v,w)h= >_ (gradv,grad Wh)y2 k) lvallz = > llgrad vh||f2(K).
KeTh KETh

PrH' = (PH")?,

v, we PH, (v,w)y= Y (Grad v, Grad wp) 2 ), Ivallz = > HGradvhHiz(K).
KEeTh KETh

P Sauts aux interfaces pour v € PrH"

Pour F; € Fp, Fr = K. N Kpg, n; orienté de K, vers Kg ValiF, = (vaL — vh‘KR) .
7

Pour Ff € ]‘—,?, [Vh]|F, = Vh|F¢-
> PH(div) = {v € L2(Q) | VK € Th, Vix € H(div;K)}.
Opérateur divy, :

W € PhH(div), Vg € (5(Q), (divav,q)= > (divv, D2 (k-
KETh
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Eléments mixtes finis non conformes (i)

» Méthode introduite dans Crouzeix-Raviart'73.
> Approximation non conforme de H'(Q):

Xy = {v,,wK €Th Vi € Pu(K) et VF € Fy Vg € Pe_i(F) /F[vh]q: o} .
> Approximation non conforme de Hg () :
Xo.n = {vh € Xy |VF € Ff,Vq € Pi_1(F) /thq: o}
Hypothése H2, patch test : v, — [|vp||n €st une norme sur Xo p.
> Approximation de H x L2(Q) : Xo.» X (Qn N L2(R)), avec :

Xo,h = (Xo,h)d et Qn={aqn|VK € Th, ank € Px—1(K)}.

h
Hypothése H1, propriété d’approximabilité, avec o = max K
KeTh pk
(I) divp (I'I,,v — V) = O7
My € L(HH(Q)NHA(Q), Xo.1) | ) .
(i) v = Vln < Co’ FMVlymer gy 1< m< k.
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Eléments finis mixtes non conformes (ii)

» Convergence de la vitesse.

Pour (u, p) € (Hg(fz) n H"*‘(Q)) x (H"(Q) n Lg(Q)), k>1:
”u_uh”h < CUIhk (lu‘Hk+1<Q)+|p|Hk(Q)> )
lu—unllzq < Co?H (|U|Hk+1(n) + |p|Hk(n)) :

» Convergence de la pression.

Hypothése H3, analogue discret de 'isomorphisme div : H)(R2) — L3(R) :

VGn € O, IVh € Xon| divaVa = Gnet [Valln < Co™llenll 2

Pour (u, p) € (H(‘,(Q) n H"*‘(Q)) x (Hk(Q) n Lg(Q)), k>1:

e = Phll 2y < €' A (Julyes ) + IPlkcey )

> Exemples de mise en ceuvre :
k =1pourd =20u3;k = 3pourd = 2 Crouzeix-Raviart'73.
k = 2 pour d = 2 : Fortin-Souli¢’83.
k = 3 pour d = 2 : Crouzeix-Falk’89.
k > 1 pour d = 2 : Matthies-Tobiska’05, Baran-Stoyan’07.
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Amélioration de I’approximation

> Casouf=grad ¢ avec ¢ € H'(Q) N L3(Q)
La solution continue est : (u, p) = (0, ¢).
Convergence de la vitesse : |[uy||ly < B ||f\||_2
/f.v,, Z/¢dlvvh+2/¢[vh]
@ KeTh FeFp

> Le second terme agit comme une source numérique.
Pour le supprimer (ou le réduire), on peut :

Construire un sous-espace de X, N H(div0; Q) : Hecht'00.

Ajouter une contrainte : théses de Fortin’03 et Heib’06. Implémentation dans le code TrioCFD.
2D : Eléments finis P, — (P° + P').
3D : Eléments finis P}, — (P° + P! 4 P3).

Projeter v, au second membre dans un espace d’éléments finis conformes dans H(div ; Q).
Linke et al.

/f~|'|g7—vh: /qbdwl'lm—v,,_— /¢d1VVh
Q

KeTh KETh

Traitement plus complexe pour les équations de Navier-Stokes.
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La T-coercitivité

> Soient W et V deux espaces de Hilbert, a: V x W — R bilinéaire et continue et f € V.
(Pb) Trouveru € Vtelque Vv € W, a(u, v) = (f,V)y.
Théoreme de Banach-Babuska-Necas Ern-Guermond’21, Il, Thm. 25.9 :
Le probléme (Pb) est bien posé si a satisfait les conditions de stabilité et de solvabilité.
(CIS)  Fa >0, Vigf/;gﬂlla(v, w)| > allvllv [Iwllw,

(SLvV) vwe W, [VveV, alv,w)=0]= [w=0]
> Définition : a: V x W — R bilinéaire et continue est T-coercitive si
3T € £(V, W), bijectif, 3a > 0,Yv € V |a(v, Tv)| > a|v|3.

La T-coercitivité est équivalente aux conditions (CIS) — (SLV) Ciarlet Jr'12.

Pour v donné, on va construire explicitement le représentant w satisfaisant la condition (CIS).

Théoréme : Soit a(-, -) bilinéaire et continue. On suppose que a est T-coercitive.

Alors le probleme (Pb) est bien posé.

> Applications : Helmholtz, Maxwell Ciarlet Jr et al, neutronique Ciarlet-Jamelot'13.
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Probléme de Stokes (i)

» Probléme continu

—v Au + grad p
divu

o~

Trouver (u, p) € HY(Q) x L2(Q) tel que : {

ucVavec:V={vcH\(Q)|divv=0}, H{(Q)=VaV:.
> Girault-Raviart'86 : I'opérateur div est un isomorphisme de V- dans LS(Q).
> Probléme variationnel
On pose X = H{(Q) x L3(Q), c’est un espace de Hilbert muni de la norme canonique
I, o)l = (IGraduli?, o) + o1, 0 )"
On écrit la formulation variationnelle sous la forme :

Trouver (u, p) € X tel que V(v,q) € X : as((u, p), (v, q)) = (f, V>H3(ﬂ)'

. XxX — R
a1 ((u,p),(v.q)) +— v(Gradu,Gradv),, o — (divV,p)pq) — (divu, q)2

La forme bilinéaire as est continue. Montrons qu’elle est T-coercitive.
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Probléme de Stokes (ii)

P> Montrons que la forme bilinéaire as est T-coercitive (Ciarlet’21, ENSTA, cours AMS308).
as ((u,p), (v,q)) = v(Grad u, Grad V)LQ(Q) — (divv, p)LZ(n) — (divu, q)Lg(Q)
> Soit (u,p) € X. 3lv, € VX |divv, = p.
1. Onpose: (v*,q*) := (Bu—vVp, —Bp),avec 3 > 0.0na:
as ((u.p), (v*.q")) = v B||Gradul|?z ) — v(Gradu, Grad vp) 2 o + [1pll52 o, -

2. On utilise I'inégalité de Young et la majoration C:

—1
n '~
(Gradu, Grad v,) o o) < EHGraduHiz(Q) + TCHprz(m.

3. Choisissonsn = 8,ona:

v B~
[Gradule, + (1= 570 ) ol
Considérons 8 = (v 5)*‘, on obtient alors :
0=
14
—5 lIGradulfz g + 1Pl 72 ),

» =
C
Crin ||(u, P)|%, avec Cmin = min (%, 1> .

as ((u,p), (v*,q%)) > %

as ((U,p), (V*vq*))

\Y%

\Y%
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Probléme de Stokes (iii)

» La forme bilinéaire ag est T-coercitive.

as((u,p),(v*,q*)) = wv(Gradu,Gradv") > — (divV",p)2q) — (divu, ")z
V2 C 2 »
> T Gradul? g + (1ol g,

> =
C
Z Cmin H(uap)“i:" avec Cmin =min (UT ’ 1)

> Lopérateur T : X — X | T((u,p)) = (v*, g*) est linéaire et continu.

* - 2 2 A2 2
IGradv* (25 ) + 10" [52q, < ©* C*lIGradulPz g, + [|Grad vp |2z o) + v CPllpl 2 ).

IN

v? C?|lGrad u||?, o, + (C +v° C)lpl% g

< Challu,p)lk avec Cow = (C+12C%)"2

Lopérateur T est bijectif : (v*, g*) = (0,0) < (u, p) = (0,0).
P Le probléme (P) est bien posé !

as ((U,p), (v*,q*)) > CoinCr l(u, P) |2 V", gl x-

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ 25/10/21 15/29



Probléeme discret tout en un

> Approximation non conforme de Hg () :
Xo.n = {vn | Vi € (Pe(K))? ot ¥VF € F v € Pa(F) [wag =0}
F

Patch test : Vi — |[Val|» est norme sur Xy, avec [|v4|[f = > ||Grad vy|72 q-
KeTh
Approximation de L3(Q) : Qp = {qn | YK € Th, Gnk € Pe—1(K)}.
> On introduit (X}4)s telle que :

1/2
Xy = Xon X (Qn O L§Q)),  N1(Vhs @)l x, = (16l + lanlif2ig) -
X, est un espace de Hilbert.
P On introduit la forme bilinéaire :

a X Xp X Xp — R,
ShU ((Uny ), (Vay Gn)) = v (Un, Va)n — (diva V, pr) — (divs Up, Gh).

as,n ((un, pr), (Vh, Gh)) v > (Gradup, Grad vp) 2,
KeTh
— > (divVn, )z — D (divUn, Gn) 2 -
KeTh KETh
Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ
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T-coercivité discrete (i)

> Probléme variationnel (Py) :

Trouver (up, pr) € X tel que V(Vh, gn) € Xp,  as,n((Un, Pn); (Vh, Gn)) = £(Vh),
> Calcul du second membre :

Pour f € L2(Q), 4(vh) = (f, Vh)i2(q)-

Pour f € H='(Q), 4:(vp) = (£, Zn(vp) Veeser-Zanotti'18.

>H(‘,(m
» Etapes pour montrer la T-coercitivité discréte.
On cherche un représentant (v}, gy ) de (up, pp) réalisant la condition inf-sup.
Soit pr € Qn N L2(R2). On cherche Vh.p, € X tel que
(O) divaVap, =pPn &t [IVnp,lln < l1Pall2(g)-
On considére v,, € V= tel que
divvp, = pn et HGradvthLg(Q) < CHP”HLZ(Q)'
On construit MNyc, un opérateur d'interpolation vérifiant les conditions (Of).
On pose Vhpp, = I'l,,c(vph).

On aura donc : th,thh < C,,.;Hp,,HLg(Q), avec Cpc = Cpc C.
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T-coercivité discrete (ii)

> Soit (v, G5 ) = (BacUn — Vh,p,» —BnoPh), avec no = (v Cnc) .
En reprenant les étapes de la preuve de la T-coercitivité de as,

on montre que la forme bilinéaire as, est T-coercitive.

as,h ((un, pn), (v, 45)) = v(Un,vi)n — (diva Vs, pn) — (divh un, Gn),
Enc 2 5
2 5 lunlly + 1Pnll2 ()
5
Y
> Coc,min ll(un, pn)l[%,, avec Cocmin = min <T”C7 1)

Lopérateur T, : X, — Xp | Th((up, pn)) = (V}, g5 ) est linéaire et continu.

* * - A 2 2
IVHIE + 195120y < (& Coo)Iunlly + Vi, I + (& Coo)? 112

IN

(v Cac)?I|unll? + (Cre + (v Cre)?)1PnlI%2
L2(Q)

1/2

IN

Cho.ma 1(Un. Pr) %, @vee  Cno max = (Coc + (v Crc)?)

Il est bijectif : (v;, gz) = (0,0) < (us, pn) = (0,0).
> La forme bilinéaire ag » est T-coercitive, le probleme (Py) est bien posé.

as.n ((Un Pr)y (V> Gh)) > Coo,min Cog mas | Uiy £8) L2y 11V G5 ) | -
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Convergence

» Analyse de convergence a I'aide du second lemme de Strang.
Ern-Guermond’21-Il, Lemma 27.15 :

— — < i — —
[I(u —up), (p p”)”XhN(v,,,J,r,‘)fexh”(u Vh), (P — Gn)llx, + en(u, p),

ou ep(u, p) est I'erreur de consistance qui mesure :

tvn) —v > (Grad uy, Grad vp), 2 ) — > (div Vi, Ph) 2 -
KeTh KeTh
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Eléments finis mixtes non conformes pour k = 1

()

> Espace mixte : Xer = Xor X (Qor N L2(R)).

Xer = (Xcr)d, Xor = {Vh‘VKEﬂ Vh‘K€P1(K) et VF e Fp /[Vh]IO},
F
Q = {:mIVKeTh anneP(K)}.
N, . . 0 siFf¢ 0K,
Xor = veet () ). avee: v = { 1—di\x siFf € oK.
Inégalité de Poincaré-Steklov discréte Ern-Guermond’21-Il, Lemma 36.6 :
Ny 1/2
3Crs | W € Xor, || Vhll 2(q) < Chsllvalln avec [[valln = (; ligrad Vhlizm>
» Opérateur d'interpolation scalaire :
HI(Q) — Xo
N (V) ! v
iy H s e p——
o v S (v ! IFel Je,
f=1

- - —_ Jav
Ona:me(v—V)=meg(v)—V,avecv = ——

1l
Opérateur d'interpolation vectoriel : Mg (V) = (mer(vi) )2,

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ
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Eléments finis mixtes non conformes pour k =1 (i)

» Degrés de liberté : Coordonnées barycentriques :
33 33 Sy
S F Fi
32 82
S Sy Fs
Vitesse, pression. Ak = (d|K|)’1(xf —x) - Srk.

Ona:gradyrx = —dgrad \; x = |K| 'Sy k.
> Approximabilité :
Pour v € H'(R), on a pour tout K € Tp, :

/Kdiv((l'lc,(v)fv)) = /K > |K_1/FTI:;SH(/[(divv,

fedk

= Z/v-n,,Kf/divv:O.
K

reok ’F
Erreur d’approximation Ern-Guermond’21-Il, Lemma 36.1.
Pour v € H}(Q) N H'™*(Q), r > 0,0na: ||me(v) — v|in < Cor b ||grad Vli2 ()
Onadone : [|mer (V) lln < [[7er(v) = Viln + |grad vl 2 ) < (1 + Cor 1) grad vl 2 g

On peut faire aussi une estimation directe pour v € H'(Q).

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ 25/10/21 21/29



Estimation de ||7c-(v)||n (i)

> Soit v e H'(Q), et vy = mer(v) i= D> mr(V)Yr.
FEFp

> Ona:|lwla= >_ |igrad vhHiz(K) et pour tout K :
KeTh,

ligrad vi|[2 ., = llgrad 7172, < 1B " 1% Jk] llgrad s Va2 g, -
avec i, = Jiev =Bkk + C = =
Vh—Vhfm et X‘K—BKX+CK, JK—det(BK)—d!lK‘.

> ngadﬁhnﬁz(k) < Cx > |me(7)|?, ol Cy ne dépend que de d.
Feok

/v
F
avec xjr = Bex + Cr, Jr = det(Br) = (d — 1)!|F].

2 — 2
lgrad vallfz e < (o = 1! Crc B, I [l D2 1V1132z.
Feok

> |ne(V))F = |F| 2

2
—1~2 —1 202 22
< VR 1712y = 1FI 1 1712200 = (0 = DUIPI2qp,,
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Estimation de ||7c (v)||n (i)

» Outils pour majorer ||§||L2(ﬁ) par ||grad v||L2(K).

Multiplicative trace inequality Ern-Guermond’21-I, Lemma 12.15: pour w € H'(K), VF € 6K
_ 2
Wiz < IFLIKI Wil 20 (ku@m + aeéugradwnm) :

Poincaré-Steklov inequality in cells Ern-Guermond'21-I, Lemma 12.11: pour w € H'(K)
1w — Wl 24y < 7" i lgrad wll 2.

On en déduit que :

2

(Trace)  ||lw — WliFpr < IFIIKI™ 7" he (w*‘ P+ 5

ZIJ-:) ngad WHi2(K)

On l'applique &  dans K, avec Cg ne dépend que de d :

IVIIZ2 ) < Cr llgrads¥(1%, 4 < Cr B * k|~ llgrad v|iZ, . -
> |igrad Vhllfz(K) < (d = 1! Cy (d+1) Cp 1B 1| |[Bk I ||grad Vl\iz(K)~
I , _ hk 1y g
> On ales majorations Ern-Guermond’21-I, Lemma 11.1 : ||Bx|| < =, |[Bx'll < —.
PK
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Estimation de ||7¢-(V)|n  (iii)

» Majoration obtenue pour ||7er(V)]|5 :

A

hk
lgrad e, (V)ll 2y < Co— llgrad v|| 2,
(K) oK (K)

A

dou: || (V)| <

Cer ||Grad "||L2(n) avec Cor = Cy 0.

> Soit (U, pn) € Xh. On pose (Vj;, py) = (BorUn — Vh,py,> —BorPn) OU Vh,p, = Mer(Vpy,)-

Ona:
as,n( (Uns Pn), (Vi P4) ) = Cor.min Coromma [l (U ) |2y 11V 0|

,
C ~ ~
avec : Cer,min = min (V > <, 1) et Cormax = (Cor + (v Cor)?)"/2.
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Eléments finis mixtes non conformes pour k =2 (i)

> Espace mixte : Xy = Xgs X (Qs N LE(Q) ).
Xis = (%)’ Xis = Xon © 1, Qs ={anlvKeTh aeP(K)}.

Xon = {Vh € C’(Q) VK € Th, vak € PA(K), Vh\@n:o} )

Ona:
o = {¢nldmk=oakdk}, dk=2-3 3 X4

FredK
Points de Gauss-Legendre : Degrés de liberté :

Pi---" P2 Vitesse, pression.

» Opérateur d'interpolation scalaire :
M; ={K € Th|Si € K}, mam; = projection de L2(M;) = PP(M,).
vie{1,2,3}, (Fx()(Sik) = ma(VI(Sik),

/ v.
Fy

K

7k H'(K) = PA(K),

vfe{1,2,3}, /F 7K (V)
f

K
Lopérateur s : H' () — Xjs est tel que : (71(v)) |1k = mk(v) ou

S H 2 e =T T = .
i HY(K) = PP(K), (V) = 7k(V) + anebr avec/K KV /KV

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ 25/10/21 25/29



Eléments finis mixtes non conformes pour k =2 (ii)

» Opérateur d'interpolation vectoriel :

Lopérateur Mg : H'(Q2) — X est tel que : (Ms(V)) |k = Mk(v) ou

Mk : H(K) = PP(K), {nK(v) = ( () + a1 b )

mr(V2) + ak 20k
avecpouri=1, 2, / div (Nk(v)) x; = / div (V) x;.
K K

> Soitv € H'(Q). On a bien div » (Mk(v)) = div p(V) :

vKe T [avMaw) = 3 [ ne= 3 /an(v)ma

Feok Feok
= > v-nF:/div(v),
Feok ' F K

/Kdiv (M (V) X /Kdiv (M (v)) x,-:/Kdiv V) x;

> A laide de 'inégalité (Trace), on peut montrer I'estimation :

W e H'(Q), IMs)lh < Crs Vil gy

h
Cys dépend de m et de 0, le plus petit angle de la triangulation.
ming pk

> La forme bilinéaire ag » est T-coercitive sur X.

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ 25/10/21 26/29



Contexte

Le probleme de Stokes
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Eléments finis mixtes non conformes de Fortin-Soulié (k = 2)
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Perspectives

Poursuite de I'étude de la T-coercivité discreéte :
> Eléments finis de Fortin-Soulié : étudier le cas d = 3.
> Eléments finis P}, — (P° + P') (code TrioCFD).
> Eléments finis de Galerkin discontinus (proposition de stage de M2 et sujet de thése).

Etudier les méthodes de projection de Kreuzer-Verfiirth-Zanotti21.
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v

> 0=(0,1)3, v=1, f=(Re—1)(0,2y — 1,2z —1)".

u=(0, —2z+1, 2y — 1)}, p:Re(

v

Valeurs de |ju — upl|o pour Re = 1

2y —1)2 4+ (22 — 1)?

2

Elements finis de Crouzeix-Raviart : intérét de la projection Mgy,

Probléeme de Navier-Stokes avec comme solution un vortex stationnaire (code TrioCFD).

)

P Valeurs de ||u — upl|o pour Re = 100

nb DDL Po—P° | Pl.— P’ + Mgy | Py, — P°P
771e+03 | 1.00e — 03 322e 05 6.08e — 03
1.53e+ 04 | 5.62e — 03 1.77 e — 05 3.80e — 03
3.05e+04 | 3.16e — 04 8.77¢ — 06 2.45¢ — 03
6.11e+04 | 1.78e — 04 4.42e — 06 1.72e — 03
T 25 2.8 1.7
nb DDL Pro—P° | Pl — P’ + Mag, | P, — POP
771e+03 | 1.02e — O1 3.19e — 05 6.10e — 03
1.53e+04 | 5.58 e — 01 1.75e — 05 3.83e — 03
3.05e+04 | 3.15e — 02 8.75e — 06 2.43e¢—03
6.11e+04 | 1.76 e — 02 4.39¢ — 06 1.74e — 03
T 2.5 2.8 1.7

» Limitation de Mar, - schéma implicite en temps uniquement.

> Projet : faire les développements pour MNgpy, travail sur la solveur de pression.
» Dans TrioCFD, dossier PINCPORT, mot-clef : PO RT.
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Elements finis de Fortin-Soulié : intérét de la projection MAr,

» Stage de M2 de Marhan Rihani en 2018.
> EF de Fortin-Soulié, projection sur les EF de Raviart-Thomas d'ordre 1 Mar, .
> Vitesse nulle, h = 0.05, Ny = 6486, N, = 3152.
1
_ 2 _ 3 _ ' _ 3) .
Q=017 p=x*-, f=grad (x )
| lunllo | Nuslln | o= pallo
FS 26e—07 | 3.7e—05 | 29e—03
FS+TMpgr, | 97€—19 | 3.3e—17 | 29e—-03
> Vortex, h=0.1, Ny = 1534, N, =726 :

Q=(0,1)?2 u=rot (x2(1 —x)?y?(1 7y)2) L p=xX+y—1/2

v lu—upllo | [lu—unslln | [IP—prllo

1.0e—-0 1.5e-5 9.2e—4 21e—-3

FS 1.0e—2 | 28e—14 2.0e—-2 1.9e—-3
Oe—4 94e—2 1.9e—-0 1.9e—-3

1.0e—-0 1.7e—-5 11e—4 28e—3

FSJrI_I;:;T1 1.0e—4 1.7e-5 11e—4 28e—3
1.0e—8 7e—-5 11e—4 2.8e—3
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—_— Merci !

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives - www.cea.fr




	Contexte
	Le problème de Stokes
	Discrétisation non conforme
	La T-coercitivité
	Éléments finis mixtes non conformes de Crouzeix-Raviart (k=1)
	Éléments finis mixtes non conformes de Fortin-Soulié (k=2)
	Perspectives

