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Resumé :

Beaucoup de méthodes de classification en Machine Learning exploitent des modeles exclusivement
linéaires. Cependant, dans de nombreux domaines d’application réels, des relations non-linéaires
interviennent dans le modele qui relie les variables explicatives a la variable & prédire. Dans le do-
maine biomédical par exemple, expliquer le développement d’une pathologie par des combinaisons
linéaires de variables explicatives s’avere étre trop restrictif.

De ce fait, ces derniéres années de nombreux travaux ont porté sur l'estimation de modeles de
classification non-linéaires par morceau. Autrement dit, en introduisant un changement de com-
portement du modele pour les variables en des valeurs précises, les auteurs espérent capter des
effets qui ne sont pas accessibles aux modeles linéaires et ainsi gagner en performance prédictive.
Dans ce but, beaucoup d’auteurs ont travaillé sur la régression logistique segmentée. Dans ce
modele, chaque variable explicative, prise individuellement, voit son domaine de définition par-
titionné en plusieurs régions ou intervalles ; la relation linéaire entre la variable explicative et la
variable a prédire dépend alors de la région. L’impact d’une variable explicative sur la probabilité
estimée d’appartenance a une classe ne sera plus linéaire mais linéaire par morceau puisqu’un co-
efficient spécifique est attribué a chaque intervalle de valeurs. Pour ces méthodes, la maximisation
standard de la vraisemblance ne peut pas étre utilisée. En effet, lorsque les points de change-
ment doivent étre estimés, la log-vraisemblance du probleme devient différentiable par morceau,
les conditions de régularité ne sont alors pas réunies [5], [13], [12]. D’une maniere similaire, la
régression logistique & base de splines [4] opere une discrétisation des variables explicatives. Dans
un premier temps, des noeuds sont fixés afin de découper en différents intervalles les domaines
de définition des variables. Ensuite, sur chaque intervalle, la fonction spline coincide avec une
fonction polynomiale spécifique a 'intervalle.

La performance des modeles de classification segmentés étant fortement impactée par la définition
des différentes régions, beaucoup d’auteurs se sont intéressés a la problématique du choix du
nombre mais aussi des valeurs des noeuds. Un grand nombre de travaux de recherche [14],
[6], [10] préconisent l'utilisation d’une méthode couteuse numériquement, le Grid Search, afin
de déterminer les régions optimales. Des méthodes Bayésiennes ont aussi été développées afin de
détecter le nombre de points de changements [9], [11] ainsi que leurs valeurs optimales [3], [2].
Des algorithmes s’appuyant sur 'estimation du maximum de vraisemblance sont proposés dans
la littérature imposant des contraintes non négligeables telle que la continuité de la fonction dans
[7] et [15] ou alors lexistence d’une unique région dans [8] et [7].



Congres des Jeunes Chercheurs en Mathématiques Appliquées, Octobre 2021

Afin de limiter le cout numérique et d’éviter la malédiction de la dimension lors de la phase
d’apprentissage, les méthodes précédemment décrites segmentent chaque variable explicative de
facon individuelle. Les régions multidimensionnelles restent tres complexes a construire et a
étudier. Par exemple, la construction d’'une approximation multidimensionnelle par morceau a
base de splines s’avere tres difficile lorsque le partitionnement sur I’espace des variables explica-
tives induit par les splines est tres complexe. La pertinence du partitionnement peut également
étre difficile & étudier. Récemment, il a été montré dans [1] que les réseaux de neurones de
profonds permettaient de construire des fonctions multidimensionnelles par morceau. En partic-
ulier, la théorie des fonctions multidimensionnelles splines permet de construire un pont rigoureux
entre les réseaux profonds et la théorie de I'approximation de fonctions multidimensionnelles.
Les auteurs prouvent notamment que des réseaux de neurones peuvent étre interprétés comme
des opérateurs de splines, en particulier lorsque ces réseaux utilisent des fonctions d’activation
convexes par morceau telles que la fonction linéaire rectifiée ReLU. Les réseaux peuvent alors
s’exprimer comme étant une composition d’opérateurs maz-affine spline (MASO) qui introduisent
un partitionnement spécifique de ’espace des variables explicatives. Plus il y a d’opérateurs MASO
dans le réseau de neurones, plus la subdivision de ’espace d’entrée devient fine. La partition finale
correspond a l'intersection de toutes les partitions intermédiaires.

Nos travaux de recherche s’intéressent & la formalisation et & ’exploration de la partition induite
par le réseau de neurones ReLU sur 'espace des variables explicatives. Nous avons en particulier
réaliser des simulations numériques qui mettent en évidence comment la partition induite par le
réseau de neurones s’adapte au probleme de classification considéré. Notre étude est construite de
la fagon suivante. Tout d’abord, nous avons comparé la performance de la régression logistique non-
linéaire par morceau & base de splines selon différents partitionnements de I’espace. Dans le cas ou
les variables explicatives suivent une distribution normale multivariée, nous sommes en mesure de
conclure que la régression logistique a base de splines naturelles cubiques univariées et multivariées
[4] convergent vers le classifieur optimal de Bayes lorsque le nombre d’échantillon d’apprentissage
est important. Ensuite, nous avons étudier les réseaux de neurones ReLLU. Un réseau de neurones
est une fonction fp : RP — {0, 1} prenant en entrée des variables explicatives € R et réalisant
une prédiction binaire fo(z) € {0,1}. Nous pouvons le définir comme étant une composition de

L € N* fonctions, ou couches, fp(z) = fe((LL)) 0--:0 fe((ll)) (x) dépendant d’un ensemble de parametres

0 = (9(1), .. .,H(L)). Une couche au niveau £ est une fonction fg(fz)), le plus généralement non-
linéaire, prenant en entrée un signal 2~V (z) € RP¢-1, et produisant z(¥)(z) € RP¢ ou Dy
est le nombre de neurones de la couche /. Les réseaux de neurones profonds peuvent alors étre
considérés comme une régression logistique non-linéaire lorsque nous appliquons une fonction
d’activation sigmoide sur la couche de sortie du réseau. A Tlaide d'un exemple théorique, nous
illustrons le partitionnement induit par le réseau de neurones sur I’espace des variables d’entrées.
Enfin, nous montrons comment ce partitionnement peut faciliter le fonctionnement et ’estimation
de la régression logistique, notamment lorsque le nombre de données d’apprentissage est limité.

Nos prochains travaux s’intéresseront a l’apprentissage explicite d’un réseau de neurones en
s’appuyant sur la théorie des splines. 1l s’agira en particulier d’étudier s’il est possible d’éviter
que le réseau de neurones ne soit pergu comme une boite noire, notamment dans le domaine
biomédical.
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