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FIGURE — Schématisation des variables du systéme de Saint-Venant

Le systéme est défini par :

ath+ax(hu) P — I,
de(hu) + x(hu® + gh®/2) = gh(So — Sf), oll So = —dxz

Saint-Venant avec terme source

Oth + Oxhu = 0, x€eR, t>0,

2

d:hu + 9y (mﬁ 4 gh2) = —ghdyz,

(1)
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Etats stationnaires

On est en état stationnaire si on a :

81-/7 = 81-(] =0.

Les solutions stationnaires sont définies par :

Ox(hu) =0,

h2
Ox (th + g2> = —gh0yz.

Les solutions stationnaires sont caractérisées par les deux relations
suivantes :

hu = Q, et B(w,z) =B,
ot B(w,z) = % + g(h+z).

Meissa M'BAYE (EGRIN 2021) Saint-Venant Mardi 25 Mai 2021

7/34



free surface h+z
pography —<—

04

free surface htz —+—

0.5
free Surface hiz ——
04 Topography —=— |
035
03
025
02
015
01 B
005 B
o
7 H 10 n 12 13
T T T T T
perturbation
96 98 10 102 104
«O>» «Fr «=r <

DA




@ Introduction

© Le modele de Saint-Venant

© Schéma de type Godunov pour le modele de Saint-Venant avec terme
source

@ Solveur de Riemann approché
© Discrétisation du terme source
@ Principales propriétés du schéma

@ Résultats numériques

«O>» «(Fr «Zr «E» = Q>



Schéma de type Godunov pour le modéle de Saint-Venant
avec terme source

Au temps t", nous supposons connue une approximation constante par
morceaux de la solution de (1) comme suit :

wR (x,t") = wf if x € (Xi—1/2, Xi41/2)-
Mise a jour
1 Xit1/2
wtt = —/ wp (x, t" + At) dx, (3)
Ax Xj—1/2

Solveur de Riemann a chaque interface
. X = Xj+1/2
wa(x, t" +t) = wr <t/ w;', Willa Zi,Zi+1>
si (x, t) € (xi, xi+1) x (0, At).
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Schéma de type Godunov pour le modéle de Saint-Venant
avec terme source

wr (%; wi, WR, 21, zr) désigne une approximation appropriée de la solution
de Riemann de (1) associée aux données initiale

_ _ (WL,ZL) if x < 0,
(w,2)(x, £ =0) = {(WR,ZR) if x > 0. “)

Condition de Consistance intégrale

Le solveur de Riemann approché doit satisfaire la condition de consistance
intégrale suivante :

1 Ax/2 _ %
— / wr(—=; W, WR, 21, ZR) dx =
Ax —Ax/2 t (5)
1 Ax/2 0% ;
E /—Ax/z WR(?, Wi, WR, 27|, ZR) X,
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Schéma de type Godunov pour le modéle de Saint-Venant
avec terme source

L'intégration de (1) sur le domaine (—Ax/2, Ax/2) x (0, At), donne

Ax/2

WR(
—Ax/2

1
Ax

X 1 At
—; WL, WR, 2, ZR) dX = E(WL + wr) — E(f(WR) — f(w))
(6)

At pAX/2
/ (haz , WL, WR, ZL, ZR) dX.
Ax/2 t

1 Ax/2 X
7/ wWr(—; WL, WR, 2, ZR) dx =
Ax —Ax/2 t (7)

1 At _
E(WL + WR) = B(f(WR) = f(WL)) + AtSLR,

ol Sjg = ELR(W[_, WR, 21, Zr) doit étre définie selon une discrétisation
consistant de (0, —ghdxz) "
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fa(wr, wi, z, zr)

At
"~ o e

—_

+lvzlazi+1) - fA(
t /- —
= (5i+1/2+5i 1/2)

w,zi_1,z))

(8)

X
§(f(WR) + f(we)) E(W
Sit1/2 = Str(
1
Iir = Ax

1

R— wr)+

n
y Wity Zis Zi+1)7
/AX/2 ( X
0

A
2A

X N
_t (IL+R - ILR

y Wi, WR, Z, ZR dx
At ) ) ) )
0
[_:—/ ~( T WL, WR, 21, ZR | dXx.
LR Ax —Ax/2 AT T L L
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Définition Exemple

o0 e
wp if X< AL, Wi| Wg
_ w if A <X<0
wr(x/t; wy, wg) = L t ’ v
R (/i wi, WR) wh if0 < X< Ag, ke W
wg if % > AR,
(9) ~Azf2 0 Azf2

)\L S min(*|UL| - \/gTL,*‘UR| - \/gTR)7
Ar > max(|uc| + \/ghe, |ur| + \/ghr),

A(hi — ho) + Ar(hr — hR) = qr — qu,
A(ql — qu) + Ar(qr — qr) =
1 1 _
(hRu,% n Eghf?> _ (hLuf n 5ghi) + AXSY,.
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Arhr — ALh ar — qL
pHLL _ ARhR = Ache 19
AR — AL AR — AL (12)
HLL  _ ARGR — ALqL
g Ar — AL

1 1 1
—)\R O, <(hRU2R ar 2gh;2;>) - (hLU% + 2gh%)> 0 (13)

Condition de consistance intégrale (bis)

Arhe —Aht = (Mg — Ap)hMLE, (14)
ARG — Mg = (Ar—A)g™t + AxS],. (15)

Solution localement stationnaire
Une solution localement stationnaire est définie comme suit :

hLuL = hRUR, and B(WL,ZL) = B(WR,ZR), (16)
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Concernant le débit intermédiaire on adopte les égalités suivantes

*

A=0Gr=9" (17)

AxS?
* HLL LR . 18
9 =q Or=A) (18)

AXS"L’R

h* — hy = 9 19
R L ' ( )
ou —

[ty = = oAy
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Solveur de Riemann approché

Nous suggérons |'amélioration suivante :

aLRAXEER
R Oz%R + €LRAXk ( )

ol 0 < k< % est un paramétre a fixer et

ELR = \/‘B(WR,ZR)—B(WL7ZL)‘+‘qR_qL" (22)

La solution est directement donnée par

)\RAXEq IR
h* _ hHLL LR 23
L * (Ar — ML) (@35 + e rAXK) (23)
A\ AxS?
hp = BHHE o il (24)

(>\R — )\L)(Q%R ol ELRAXk).
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Sir doit &tre fixée de telle sorte que wr(x/At; wy, wg, 21, ZR) reste
stationnaire; a savoir

wi if X < 07

WR(X/At, Wi, WR, 7|, ZR) = { (25)

WR if x > 0.

tel que (wy, wg, z;, zg) vérifie (16).

La condition de consistance intégrale, pour une solution stationnaire sous
la forme (25), se réécrit comme suit :

AXSLR = f(WR) - f(W[_).

Avec Sig = (SFr,S/r)T, on obtient

AxSPr =0,
< > hy i
AxS[g = (hrug + g7) — (hLug + gj)‘ (26)
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Discrétisation du terme source

Lemme.1
Soit F2 = _g?h_ g h=1 q2 =

oit Ff = g ou h=35(h.+ hr) et g°> = h hg|uLug],
I"approximation du nombre de Froude. La discrétisation du terme source
AxS] se réécrit comme suit

q? " (hr — h)(zr — 2)?

+ - . 27
4h%h,2? (1 — Fr2)2 + ELRAXk ( )

AxS], = —gh(zr — z1)

Lemme.2

Considérons (w, wg, zr, z;) localement stationnaire de telle sorte que EZIR
est donné par (27). Alors on a

lim S7r = O(AX?).
F,—1
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Principales propriétés du schéma

Théoréme

Supposons la restriction de type CFL suivante :

At 1
e T (|>\r+1/2\ |/\1+1/2|) 2° (28)
Le schéma (8) est consistant avec (1). Soit w;" appartenant a Q pour tout i € Z. L'état
suivant W,"“ donné par le schéma (8), satisfait les propriétés suivantes :
@ Préservation de la positivité : h'™ > 0 pour tout i € Z,

réservation de tous les états d’'équilibres : w'™ = w;" pour tout / ant que
Pré tion de tous les états d'équilib e " pour tout i € Z tant q
(w)icz Vérifie

' =Q et ((q;,n)) +g(hi +z)=B pour tout i € Z, (29)

pour les constantes @ et B données.
© Une inégalité d’entropie incompléte sous la forme :

n+1

- 77: Gi+1/2 - Gi—l/z on
< -S A
~ e < =S5+ 0(Ax), (30)
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Principales propriétés du schéma

Cette inégalité d'entropie est satisfaite tant que
L c R c
pHLL )‘i+1/2AXS:q+1/2O‘i+1/2 0 pHLL )‘i+1/2AXS,q+1/2ai+1/2 2
it1/2 g Axk et Nt + n Axk . (31)
,+1/2 i+1/2 ,+1/2 €it+1/2
1 n n Ax n n n i
Giy12 = E(G(WiJrl) + G(w')) + E(U(Wiﬂ) —n(w")) + 2At(/’+1/2 i 1/2) (32)
avec
1 Ax/2
1,11/2 Ax / n(wr (At L ,W,+1,z,,Z,+1)) dx, (33)
0
0
7 1 ~ X  n oo
I,+]_/2 Ax W(WR(E, Wi, Wiy, Zi, Zi+1)) dx, (34)
—Ax/2
et HLL HLL
SN = 1 (h71 + hi' GiZ1)2 (z,- = Zi71) hi + hi\ 1 Qiviy2 (Zi+1 = Zi)> (35)
! 2 2 hl"’L{-/z Ax 2 h,iLf/z Ax
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FIGURE — Surface libre (4e) et débit (4f) pour la simulation d'un lac repos avec
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Lac au repos avec un fond émergé

h+z
Lérror Lgrror Lgfror
HR scheme 2.78e-19 2.78e-18 2.78e-17
FWB scheme | 3.11e-17 5.01e-17 8.33e-17

FWBC scheme

2.11e-19 2.81e-18 3.33e-18

TABLE — Erreur de |'approximation du surface libre pour un lac au repos avec un

fond émergé.

q
LéI’I’OI’ Lgrror Lgf’)ror
HR scheme 2.60e-17 2.89e-17 4.58e-17
FWB scheme | 2.72e-17 3.69e-17 1.02e-16

FWBC scheme

2.75e-19 3.01e-18 3.82e-18

TABLE — Erreur |'approximation du débit pour un lac au repos avec un fond

émergé.
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FIGURE — Surface libre (5a) et débit (5b) pour la simulation d'un écoulement
transcritique avec choc.
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Ecoulement transcritique avec choc

T T
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FIGURE — Zoom de la perturbation parasite de la hauteur d'eau produite par la

h?+h:"7+1 _ (q7)2+(qf+1)
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quantité mal posée P = g—— T par rapport a la correction
i il

apportée.
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FIGURE — Surface libre (7a) et débit (7b) pour la simulation d'un écoulement

transcrtique sans choc.
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Ecoulement transcrtique sans choc

h+z
Lirror L%I’I’Of LZ?I’OF
HR-scheme 4.79e-02 6.07e-02 8.12e-02
FWB-scheme | 1.67e-14 2.13e-14 4.26e-14

FWBC-scheme

1.27e-14 1.67e-14 3.14e-14

TABLE — Erreur de |'approximation du surface libre pour I'écoulement

transcritique sans choc.

q
Lirror Lgrror Lg?ror
HR-scheme 8.28e-04 3.30e-03 1.82e-02
FWB-scheme | 1.47e-14 1.58e-14 2.04e-14

FWBC-scheme

1.27e-14 1.48e-14 1.98e-14

TABLE — Erreur de |'approximation du débit pour |'écoulement transcritique sans

choc.
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Perturbation d'un écoulement transcritique sans choc

h+z
L<19rror Lgrror Lg?ror
HR-scheme 4.89e-02 6.17e-02 8.22e-02
FWB-scheme | 2.79e-14 2.85e-14 4.20e-14

FWBC-scheme

2.77e-14 2.87e-14 4.14e-14

TABLE — Erreurs du surface libres pour I'écoulement transcritique perturbé sans

choc.

q
LéI‘I’OI‘ L%H’Or Lgr)ror
HR-scheme 8.38e-04 3.43e-03 1.98e-02
FWB-scheme

1.62e-14 1.85e-14 2.18e-14

FWBC-scheme

1.58e-14 1.75e-14 2.08e-14

TABLE — Erreurs du débit pour I'écoulement transcritique perturbé sans choc.
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Merci de votre attention! |
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