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Introduction : géométrie et combinatoire

Polytopes convexes : parties compactes et non vides P d’un
espace réel qui sont intersection d’une famille finie de
demi-espaces affines.

Dimension : dim(P) est la dimension de l’espace affine
engendré.

Faces : lieux du polytope où une forme linéaire donnée est
maximale (ce sont des polytopes convexes)

Sommets : faces de dimension 0.

Théorème
Toute face est l’enveloppe convexe de l’ensemble des
sommets qu’elle contient.
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Johannes Kepler — Harmonices Mundi (1619)

 Source : Wikipedia
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Alicia Boole-Stott

 Représentation, par Alicia Boole-Stott, des sections d’un polytope
de dimension 4 ayant 120 faces de dimension 3

Source : Irene Polo-Blanco, Wikipedia
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Combinatoire

Soit fm le nombre de faces de dimension m : sommets,
arêtes,…

polytope f0 f1 f2 f3 f4

carré 4 4 1
hexagone 6 6 1

tétraèdre 4 6 4 1
icosaèdre 12 30 20 1
dodécaèdre 20 30 12 1

hypercube 15 32 24 8 1
120-cell 600 1200 710 120 1
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Relation d’Euler

Soit P un polytope convexe, soit d sa dimension.

fm = nombre de faces de P de dimension m.

Convention : f−1 = 1

On a fd = 1 (connexité).

 f0 − f1 + f2 − f3 +⋯+ (−1)dfd = 1.

Imre Lakatos, Preuves et réfutations
— Essai sur la logique
de la découverte mathématique
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Relations de Dehn–Sommerville

Polytopes simpliciaux : toutes les faces de codimension 1 sont
des simplexes.

d−1
�
i=m

(−1)i�
i + 1
m + 1�

fi = (−1)d−1fm.

Reformulation (P. McMullen) : vecteur h : h(P) = (h0, … ,hd)

 
d
�
i=0

hiTd−i =
d
�
i=0

fi−1(T − 1)d−i.

 hi = hd−i
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Vecteur f , vecteur h : exemples

Carré, hexagone :

1 4 
1 3 4

1 2 1

1 6 
1 5 6

1 4 1

Tétraèdre, icosaèdre, dodécaèdre :

1 4
1 3 6

1 2 3 4
1 1 1 1

1 12
1 11 30

1 10 19 20
1 9 9 1

1 20
1 19 30

1 18 11 12
1 17 −7 1
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La conjecture de Motzkin (1957)
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La conjecture de Motzkin (1957)

Polytope cyclique : sommets de la forme (t, t2, … , td) — situés
sur la « courbe moment ». Leur type combinatoire ne dépend
pas du choix des sommets.

Motivation : programmation linéaire, méthode du symplexe.

Conjecture (« Upper bound conjecture »)
À nombre de sommets égaux, les polytopes cycliques sont
ceux qui ont le plus de faces de dimension donnée.

Prouvée par P. McMullen (1970)
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Question de McMullen (1971)

Peut-on caractériser les vecteurs f des polytopes?

Il se restreint au cas des polytopes simpliciaux : toutes les
faces de dimension < d sont des simplexes.

Cas dual des polytopes simples : de chaque sommet part un
même nombre d’arêtes.

Intérêt des polytopes simpliciaux : leur combinatoire est
« stable », invariante par petit déplacement des sommets.
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Conjecture de McMullen

Lemme (Lemme de Macaulay–Kruskal)
Soit m,h des entiers. Il existe un unique entier k ≤ m et une
unique suite strictement croissante (nk, … ,nm) telles que
k ≤ nk et

h = �
nm
m � + �

nm−1

m − 1�
+⋯ + �

nk
k
�.

Notation

 h⟨m⟩ = �
nm + 1
m + 1 �

+ �
nm−1 + 1

m � +⋯ + �
nk + 1

k + 1
�.
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Conjecture de McMullen

(f−1 = 1, f0, f1, … , fd = 1) suite d’entiers,

(h0, … ,hd) donnée par ∑
d
i=0 hiT

d−i = ∑d
i=0 fi−1(T − 1)

d−i

(g0, … ,gd−1) donnée par gk = hk+1 − hk
Conjecture (P. McMullen, 1971)
(f−1, … , fd) est le vecteur f d’un polytope simplicial si et
seulement si :

1. Relations de Dehn–Sommerville : hk = hd−k pour tout k ;
2. Pour tout k ≤ ⌊d/2⌋ − 1, on a gk ≤ g

⟨k⟩
k−1 ;

3. Le vecteur h est unimodal :
 h0 ≤ h1 ≤ ⋯ ≤ h⌊d/2⌋ ≥ h⌈d/2⌉ ≥ ⋯ ≥ hd−1 ≥ hd.
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Traduction algébrique

Soit k un corps et R = ⨁
d∈N

Rd une k-algèbre graduée.

Sa fonction de Hilbert est définie par

HR(m) = dimk(Rm).

Théorème (Macaulay, 1927 ; Stanley, 1978)
Soit k un corps et h ∶ N→ N une application. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une k-algèbre graduée R, engendrée par ses
éléments de degré 1, de fonction de Hilbert h, et telle que
R0 = k.

2. On a h0 = 1 et hn+1 ≤ h
⟨n⟩
n pour tout entier n ≥ 0.
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Suffisance

Étant donnée une suite (f−1 = 1, f0, … , fd = 1) satisfaisant les
conditions de McMullen, il s’agit de construire un polytope
ayant cette combinatoire.

Démontré par Billera et Lee (1980).
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Nécessité : Traduction cohomologique

Soit P un polytope simplicial. Pour démontrer les conditions
de McMullen pour P, Stanley (1981) construit une variété
algébrique XP de dimension d dont la cohomologie est
engendrée par H2(XP) et vérifie hm = dim(H2m(XP)).

Relations de Dehn–Sommerville⇔ dualité de Poincaré

Unimodalité du vecteur h
⇐ Théorème de Lefschetz « difficile ».
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Cohomologies de Weil

Soit X une variété projective lisse géométriquement connexe
sur un corps k, de dimension d.

H∗(X) sa cohomologie (singulière/Betti, étale…), à coefficients
dans un corps F de caractéristique zéro ; c’est une algèbre
graduée de dimension finie sur F

H0(X) = F.

Dualité de Poincaré (Poincaré ; Grothendieck)
H2d−i(X) ≃ Hi(X)∨.

Corollaire
dim(Hi(X)) = dim(H2d−i(X)).
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Cohomologies de Weil

Théorème de Lefschetz « difficile » (Lefschetz, Hodge ;
Deligne)
Soit ω ∈ H2(X) la classe de Chern d’un fibré ample sur X.
L’application

Hi(X) → H2d−i(X), ξ↦ ωd−iξ

est un isomorphisme.

Corollaire
Les suites (dim(H0(X)),dim(H2(X)), … ) et
(dim(H1(X)),dim(H3(X)), … ) sont unimodales.
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Exemple : Grassmanniennes

Considérons la grassmannienne X = Gd,n qui paramètre les
sous-espaces vectoriels de dimension d d’un espace vectoriel
de dimension n.

D’après Ehresmann, sa cohomologie vérifie :
dim(H2i(X)) = p(i,d,n − d), nombre de partitions de i en ≤ d
parties, chacune de taille au plus n − d ; dim(H2i+1(X)) = 0.

L’unimodalité de la suite p(0,d,m),p(1,d,m), … est un
théorème de Sylvester.

On ne connaît apparemment pas de preuve purement
combinatoire.
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Variétés toriques

On considère un polytope P ⊂ Rd et on fait les hypothèses
suivantes

• Les sommets de P appartiennent à Qd ;
• L’origine est dans l’intérieur de P.

(polytope rationnel).

Trois hypothèses éventuelles supplémentaires :

• Les sommets de P sont dans Zd (polytope entier) ;
• Chaque face (stricte) de P est un simplexe (polytope
simplicial) ;

• À scalaire près, les sommets de chaque face (stricte) de P
sont partie d’une base de Zd (polytope lisse).
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Variétés toriques : une première construction

Soit S ⊂ Zd une partie finie engendrant affinement Rd.

On considère m ∈ Zd comme un monôme Tm = Tm11 … Tmd
d .

Le tore algébrique Gdm agit sur l’espace projectif P(S) de
dimension Card(S) − 1 par :

 t ⋅ x = [tsxs]s∈S, t = (t1, … , td), x = [xs].

Définition
La variété torique XS est l’adhérence de Zariski de l’orbite du
point [1 ∶ 1 ∶ ⋯ ∶ 1].

C’est une variété projective, de dimension d, munie d’une
action du tore Gdm, avec une orbite dense.
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Variétés toriques : construction duale

Soit k un corps. Pour toute face stricte F de P, on considère
successivement :

• Le cône σF = R+F de Rd et son polaire σ∘F dans Rd ;
• Le monoïde MF = σ∘F ∩ Zd. Il est de type fini (lemme de
Gordan) ;

• Le schéma XF = Spec(k(MF)) muni de son action du tore
Gdm = Spec(k(Zd)).

Une inclusion de faces F ⊂ G fournit σF ⊂ σG, donc σ∘G ⊂ σ∘F,
puis MG ⊂ MF et un morphisme équivariant XF → XG qui est
une immersion ouverte.

Par recollement, on obtient la variété torique XP associée à P.
Elle est normale.
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Variétés toriques : cohomologie

Théorème (Danilov,…)
Soit P un polytope rationnel simplicial de Rd, tel que 0 ∈ P̊.
Soit h(P) = (h0,h1, … ) son vecteur h. Pour tout i, on a
 dim(H2i(X)) = hi et dim(H2i+1(X)) = 0.

Théorème (Steenbrink)
Si une variété algébrique projective n’a que des singularités
quotients, sa cohomologie vérifie dualité de Poincaré et
théorème de Lefschetz « difficile ».

La raison est qu’une résolution des singularité p ∶ ̃X→ X induit
des injections p∗ ∶ Hi(X) → Hi( ̃X).
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Conjecture de McMullen : polytopes simpliciaux

Théorème (Stanley)
La combinatoire d’un polytope simplicial P vérifie les
conditions de McMullen. En particulier, le vecteur h(P) est
unimodal.

Si P est un polytope rationnel simplicial, alors la variété
torique XP n’a que des singularités quotients.

Mais si S ⊂ Rd est l’ensemble des sommets de P, tout
ensemble S′ assez proche de S est encore l’ensemble des
sommets d’un polytope simplicial P′ qui est une déformation
de P, et a même combinatoire. Donc le théorème, qui vaut
pour P′, vaut aussi pour P.
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Unimodalité

Lorsque le polytope rationnel P n’est pas simplicial, la
cohomologie de la variété torique XP se comporte mal.

La cohomologie d’intersection IH(XP) définie par (Goresky,
McPherson ; Beilinson, Bernstein, Deligne, Gabber) est un
substitut à la cohomologie usuelle :

• C’est un module gradué sur la cohomologie usuelle ;
• Elle vérifie la dualité de Poincaré, la pureté…
• Elle vérifie le théorème de Lefschetz « difficile » ;

Stanley définit un modification h̃(P) du vecteur h(P), telle que
dim(IH2i(XP)) = h̃i et dim(IH2i+1(XP)) = 0. On en déduit :

Théorème (Stanley)
Le vecteur h̃(P) d’un polytope rationnel P est unimodal.

28



Combinatoire — cas des polytopes non rationnels

Pour le vecteur h̃(P), Stanley (1987) a démontré de façon
combinatoire les relations de Dehn–Sommerville h̃i = h̃d−i.

McMullen (1993) a proposé une démonstration combinatoire
d’un  théorème de Lefschetz « difficile » pour les polytopes
simples, étendue par Karu (2004) au cas des polytopes
arbitraires.

Théorème (Stanley, McMullen, Karu)
Le vecteur h d’un polytope est symétrique et unimodal.
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Quelques remarques sur les théories de Hodge combinatoires

Un outil fondamental dans les preuves combinatoires du
théorème de Lefschetz « difficile » est la démonstration d’un
analogue des relations bilinéaires de Hodge–Riemann :

Soit ω ∈ H2(XP) une classe « ample ». La forme quadratique
donnée par Q(ξ) = (−1)i/2 deg(ωd−iξ ⋅ ξ) est définie positive sur
le sous-espace « primitif »

 IP2i(XP) = ker �ωd+1−i ∶ IH2i(XP) → IH2d−2i+2(XP)�.

Ces relations jouent également un rôle fondamental dans la
théorie de Hodge des matroïdes (Adiprasito, Huh, Katz ;
Amini, Piquerez).
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