
Théorie de Galois des périodes et des fonctions

hyper géométriques de Lauria Ua

( avec F. Brown )



Motivation 1 : comprendre des calculs liés aux intégrales de

Feynman ( en
"

régularisation dimensionnelle
"

: dim = 4- 2E)
par Abreu - Britto - Dnha - bondi - Matthew

-

h

{ (G) = Info ) E±

I
È
I
périodes ( ex : valeurs zêta multiples )graphe de

Feynman

Calcul de la théorie de Galois des DNCG)

→ formules finies en termes de IECG
' ) .

"
théorie de Galois des intégrales de Feynman

"

?

Exemple :

ooo

f. m
"

. :) - é: imitent ::L :p
•• oe

an : z
! Lim till :p . . .



Motivation 2 : réconcilier deux points de vue géométriques/

cohomologique / galoisienne sur certaines intégrales hypergéométrique

(1) le point de vue fonctionnel

Butt = t' '
= [ riant !÷»

Pour s
,
te¢ fixés ,

c'est une
"

période
"

d' une connexion algébrique
sur le fibré trivial de rang 1 sur X = ¥490,1 } :

Ms
,
ttf) = df + f- ( s ¥ + t.d.az) (dfxsa-xtft-xa-xtq.tlf)

Groupe de cohomologie : Htdr(X , ( OxMst )) ← des .fi?s+ffIg
II. % n' est pas d' origine géométrique si s

,
t ¢ Q .

↳ Gauss- Manin

Meilleur point de vue : connexion à coefficients dans 01¥ on 0¥
aujourd'hui : On Ets ,TI on Orks ,tt)

Groupe de Galois de Bls
,
t) : Gm

,
au .tn .



(2) le point de vue des périodes 3""-

ji
")

qq.tn?knBls,tI=fftI(1-E;.tNtti3'
m" ') mag . . .

Butt = ftp.t-exp/ZitpYynfs+ti.sn.tn))← mieux !

n 7 2

Théorie de Galois des périodes : (motifs )

Gmt a g : 3N ↳ Sln) + à
" Galton) = { (! Î

'

) }µ G
e

(radical Q

amipatent )

⇒ g. Bls , tt =
Bls

,
tt Ag (sit ) .

nous#DE Galois ,tt))

leitmotiv : le groupe de Galois
"

fonctionnel
"

contrôle la théorie de

Galois des périodes pour tous les coefficients du développement
de Laurent

.

(Applications à l' étude du groupe de Galois motivéque ? )



1-Théorie de Galois des périodes

Définition : ( Kontsevich - Zagien ) Une période est un nombre complexe
dont les parties réelle et imaginaire peuvent s'écrire comme des

intégrales absolument convergentes de la forme

| ff4 ,
_

, nn) dy . . . dan .

r µ

Union lintersdion de
t' E (M ,

- - rien)

{cnn.nnte.AE/glxn---ihdxo }
avec GEOrth , - Mn]

Exemples :

-

tous les nombres algébriques ( E = {±!
da )

-
* = !! d.as -- Ë!÷

- gens -- ¥
.

¥ = Çû¥Î
← gare f- amatît

- périodes elliptiques Fft) = § f- yzo
VU-shh - toi)

(
"

fonction - période
"

)



Idée :(Grothendieck , André )
la théorie de Galois classique des nombres algébriques devrait être un

cas particulier d' une théorie de Galois des périodes , où les frapes de

Galois seraient des groupes algébriques sur Q .

Vient de l' interprétation cohomologique des périodes :

× variété algébrique10

( e:X = {type À l y'a -MH - trap )
si te Q

→ cohomologie de Betti (singulière)
"

Him :
-

-fi !!!! Y )
"

timonerie art
4-

→ cohomologie de de 12ham algébrique
Happy ) : = En- formes algébriques fermées } t'a = Qfdag) @ On fayote){ " " exactes } .

n s
→ comparaison Hdrlx) # CI=. Https qa¢

dont les coefficients sont des périodes . ex : fftfy = Ftt)



•
Théories) des motifs : (Grothendieck , . . . )
théorie cohomologique universelle pour les variétés algébriques

les morphismes Hndrlx)
viennent de la

géométrie )
wdr

Motifs
1

- en

Variétés algébriquesIQ→
"

× HYN↳ a.en"
B

HIN )

•
la catégorie des motifs est tannakienne

, foncteurs fibres Wdr , Wps , _ . .

* Gdr : = Autlwdr) le groupe de Galois motivique .

•
Périodes motivions

pensont
= OLIsomjlwdr.ws )) → ①

IHYXI
,
Irl

, HM '→ fj y
A m

HIHI Hndrlx)
mot

.
Théorie de Galois des périodesmotiviquesi.Gdr@P.lonjectunedes périodes : per est injectif .

⇒ théorie de Galois des périodes .

(Calculable )



2- la théorie de Galois des fonctions de LauriaUa

I = { 9,9 , . . . , on } c ¢ distincts ( on Tue à )
:

Déf :( Matrice des ) fonctions de LaurieUa

i

t
- i.jls . . . . . .sn) = - sj § re

" LÎM - xqilkd.IT Hei
, je n )

j

Exemples :

•
Tu = fait} - t

- y , = -
t { n' A - set !! = ¥z But)

s
,
t

* E = fait , j' } → Bleu-b) Ifa! / g) = [xbG-xi-bG-yxjadab.ch
,
- a -y

alt- x)

Élancent = e- tu + Être
(c)
n

n ! blc-b)

Point de vue "

fonctionnel
"

: L est une
"
matrice des périodes

"
de

HYX , ,( 0% , re ) ) Mett) -_ df + f- (Ès ad:p ) .

Il

#Vu



Point de vue "

périodes
"

: 1-( so , . . . , sa) E Mn ( ICEso,. . _ , sud ) .

.
les coefficients sont des intégrales itérées sur Xe

,

| ah . - - non, avec Wp C- {f÷}
*[

,Tj chemin de

Tj 0 à oj
µ î y

§
,
± . . . ⇐↳⇒

4-fritte') " - wuttjttni )) points- base tangentes !

.
Ce sont des périodes du groupe fondamental motivique
0 ftp.YX-a ,

0
, rj )) e Ind - MT (E)

Emotifs deTate mixtes

.
On peut les relever en des périodes motivions

Et c- Mn ( Pâta, Eso , . . . .sn It ) (petit ) = t )

Théorème (Brown -D . Il existe AU E Mn (O (Gdr) Iso , - , sit)
-

: )
← explicitetelle qu' on ait :

Vge Gdr , g.
Lmet

=
Et Adr (g)

( ingrédient principal :
"

action d' Ileana
"

Gdr G ftp.t/dr . )



3- Motifs de Mellin locaux (avec F- Brown
, ] - Fusain

,

M .Tapnsrkovié )

f : X→ Em
,
ca ,

on étudie les transformées de Mellin

Fest -- f. fou = Fisk G!Iw)k o k

Théorème imprécis : Gdr agit sur les coefficients de Fcs ) via

un groupe algébrique / QKSD .

Car > Résonance G- ( HYX , f40× Ps )) / D)

En cours :

•
Im ( Gdr à D→ GLLHIQKSII) ) ?

(groupe tannakien pour une catégorie de
"

motifs de Mellin locaux
"

)

*
Théorie globale ? ( heur - Sabbah , Gabber - heesen )

• Application aux intégrales de Feynman .


