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Théorie des champs perturbative

L’ Amplitude de probabilité d'une configuration
classique A est donnée par la formule de Dirac

et Feynman

- S(A)
e Ti S(A):/E(A)d4:c

On passe en Euclidien

Déeveloppement perturbatif donne des intégrales
divergentes indexées par des graphes de Feyn-

man [

k2 +m? ((p+ k)2 +m?)



Renormalisation
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Dim-Reg

La formule de base
/e—AquDq _ D/2y—D/2

Exemple :

p+k

e

k

_)/ 1 1
k2 4+ m2 ((p+ k)2 4+ m?2)

1 1
k2 +m2 (p+ k)2 + m?

/ o—5(K24+m2)—t((p4+k)2+m?) 4. 44,
s>0, t>0

dPk.




Dim-Reg, exemple

On diagonalise la forme quadratique —Q(k) en
exposant, aveCc s = (1 —x)\, t =z ),

—Q(k) = —A((k+ 2p)? + ((z — 22)p® + m?)),
On obtient en posant ¢ = k + xp,

0O JO
D2 [t [® ~(Aa—a2)p2+Arm?) \~D/2
_ /O /O o T—x<)p ) AdAdx

1
— D/2 F(2—D/2)/O (z—z2)p2 4+ m2)P/2=2 4.



Soustraction—Minimale (MS)

Préparation

On prépare d’abord un graphe I, en remplacant
la valeur non-renormalisée U(I") par

R(MH=UM)+ > CU/v)

yCI
Contre-termes

C(M) =-TR(IN)) =

-T (U(r) + > C(W)U(F/W))

yCI
Valeur renormalisée

R(M) =R(M)+C(N) =

Uur)+Ccm+ >, ¢cnU(/v)

yCI



Algebre de Hopf des graphes

(Dirk Kreimer — arbres, ac + dk — graphes)

Comme algebre, ‘H est I'algebre commutative
libre engendrée par les graphes 1PI.

LLe coproduit

AN H—->HQH

est spécifié sur les graphes 1PI par

Al =T 14+10 + Z’y(z)@)r/’y(z)
~yCI

Ici v est un sous-ensemble non-trivial v C .



Coproduit

AO)=-0O-091+1e-0O-

A DY) =-O- 81+ 18— +

/\\

“~

(A(

8

2—( & -O-

)= RI1L+1®

+2—<[®@—+2%®_@_
F & O




Fibrés sur P1(C)

v (2) = 7= (2) "ty (2) zeC



Décomposition de Birkhoff

Théoréme (ac+dk)

Soit ¢ : H - K = C{z}[z~!] un homomor-
phisme d’algebre. La décomposition de Bir-
khoff du lacet correspondant est donnée par
recurrence par

6 (X) =—T (¢(X) + > ¢ (X)p(X"))
et

P4 (X) = (X)) + o (X) + > o (XNd(X").

Cela coincide avec le procédé récursif de
MS !

¢=U, ¢_=C, et ¢, =R



= compréhension conceptuelle du procédeé récursif
des physiciens

1. Il existe une unique application méromorphe
v(z) € G = Hom(H,C), pour z € C, z # 0O,
de coordonnées U (IN)g—p—_.-

2. La valeur renormalisée d’'une observable est
obtenue (pour Dim-Reg + MS) en rem-

placant v (0) par v4 (0), ou

v(2) =v- (2) 71 74 (2)

est la décomposition de Birkhoff du lacet
~ (z) autour d'un cercle infinitésimal centré
en z = 0.



Action sur les constantes de couplage

G -2 Diff¢

—3/2
o041 I _ o0 I
(s sm) (-3 )

Corollaire

Considérons la constante de couplage effective
nonrenormalisée gqff(¢) comme une série for-
melle en g et soit

gerr(e) = gefr , () (gerr_(e))

sa décomposition de Birkhoff (opposée) dans
le groupe des diffeomorphismes formels. Alors
le lacet geoff () est la constante de couplage
nue et gefr+(0) la constante de couplage renor-
malisée.



Groupe de renormalisation

LL"analyse dimensionnelle introduit un parametre
de masse,

dD—Zk, — ,LLZ dD_Zk‘

La graduation par le nombre de boucles donne
les automorphismes 6y,

Yetu(2) = 0i:(vu(2))  VtER, z=D—d

Le V- de la décomposition de Birkhoff

() =7, () 1,4 (2)
est indépendant de p, %%_(z) = 0. La limite
Fy = lim v (2) 0(7—(2)™1)
z—0
définit un sous-groupe a un parametre de G(C).

’Yetﬂ—l—(o) = b ’VM_|_(O) ., VteR.

B
t| =+Z 7
v—(z) = lim e (Z O) el40
t—00



Connections plates équisingulieres
(ac + M. Marcolli)

Une connexion plate w définie sur B* = B\V/,
B = A x Gy, V ={0} x G, est équisinguliére
si elle est invariante par Gy, et si la classe
d'équivalence de sa restriction a une section
o . A — B ne dépend que de ¢(0).

T héoreme

La catégorie des fibrés plats équisinguliers est
équivalente a la catégorie des représentations
de dimension finie d’un groupe algébrique af-
fine U*. Ce groupe est le produit semi-direct
par G, (agissant par la graduation) du groupe
pro-unipotent U dont I'algebre de Lie

Lie(U) = F(1,2,3,---).

est librement engendrée par un générateur e_,,
de degré n pour tout entier n > 1.
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Complex Dimensions x Normalization
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Irregular Singularities, Ramis.




Expansional

Given a g(C)-valued smooth function «(t), with
t € [a,b] C R, the time-ordered exponential
(also called the expansional) is defined as

Tt a(t)dt .

@)

1 dsq - -dsp,
—I_zl: a<s1<-<sn<b os1) - olsn) dsy o

with the product taken in HV, and with 1 € HV
the unit corresponding to the counit ¢ of H.



Morphism rg : G, — U,

The sum
oo
€ — Z €—n (1)
1

defines an element of the Lie algebra Ly of U.
Since U is by construction a pro-unipotent af-
fine group scheme we can lift e to a morphism

rg . Gg — U, (2)

of affine group schemes from the additive group
Gq to U.



Universal Singular Frame

1 v .Y du
Y (z,v) = Te z Jo Wt cyp

vo(z,v) = > Y

n>0 k;>0

e(—k1)e(—k2) - - e(—kn) Ski_—n
v J z
ki (k14 ko) - (k1 +ka+ -+ kn)

Same coefficients as in

Local Index Formula in NCG (ac + hm)



Let G be a pro-unipotent affine group dual to
a graded connected commutative Hopf algebra
H = ®p>0Hn, With finite-dimensional Hy,.

1. There exists a canonical bijection bet-
ween equivalence classes of flat equisin-
gular connections and graded represen-
tations U — G, or equivalently repre-
sentations

which are the identity on Gyy,.

2. The universal singular frame ~g provides
universal counterterms. Namely, given a
loop v, € L(G(C), 1), the universal sin-
gular frame maps to ~v_(z) under the
representation p.

3. The renormalization group F; in G(C) is
obtained as the composite porg, with
pasin (3) and rg: Gy, — U as in (2).



Groupe de Galois cosmique

“la parenté de plus en plus manifeste entre
le groupe de Grothendieck—Teichmdller d’'une
part, et le groupe de renormalisation de la T héorie
Quantique des Champs n'’est sans doute que la
premiére manifestation d’'un groupe de symeétrie
des constantes fondamentales de la physique,
une espéce de groupe de Galois cosmique !

Pierre Cartier



Groupe de Galois

Cosmique

¢

Groupe Hom(H,C)

¢

Difféomorphismes de:
Constantes de couplag




Exposé de cloture, Galois

Galois est un exemple rare, peut-étre seule-
ment égalé par certains poeétes ou musiciens,
d’'un créateur qui, lors du 200-eéme anniver-
saire de sa naissance nous paraisse toujours
aussi jeune et fringant. En fait on peut ar-
guer que sa théorie de 'ambiguité, fruit de
ses pensées mathématiques, est comme un ani-
mal sauvage qui n'a toujours pas été vraiment
capturé par le formalisme moderne. Contraste
saisissant entre le petit nombre de pages ma-
nuscrites que Galois a laissé a sa mort et leur
éclatante influence sur les mathématiques.
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Ainsi la fonction
(X, — X} (X,— X) Xp— X),..

devra, quel que soit X, étre connue.

1l faut donc et il suffit que I'équation qui donne cette fonction des
racines admette , quel que soit X, une valeur rationnelle.

Si I’équation proposée a tous ses coefficients rationnels, 1’équation
auxiliaire qui donne cette fonction les aura tous aussi, et il suffira de
reconnaitre si cette équation auxiliaire du degré 1.2.3...(n — 2)aou
non une racine rationnelle, ce que I'on sait faire.

Clest 1a le moyen qu’il faudrait employer dans la pratique. Mais
nous allons présenter le théoreme sous une autre forme.

PROPOSITION VIII.

Taforime. « Pour qu'une équation irréductible de degré premier
» soit soluble par radicaux, il faut etil suffit que deux quelconques
» des racines étant connues, les autres s'en déduisent rationnelle-
» ment. »

Premiérement, il le faut, car la substitution
Lry Taksb

ue laissant jamais deux lettres & la méme place, il est clair qu’en adjoi-
gnant deux racines 4 I'équation, par la proposition IV, son groupe
devra se réduire 4 une seule permutation.

En second lieu, cela suffit; car, dans ce cas, aucune substitution du
groupe ne laissera deux lettres aux mémes places. Par conséquent, le
groupe contiendra tout au plus n(n — 1) permutations. Donc il ne
contiendra qu'une seule substitution circulaire (sans quoi il y aurait
au moins #* permutations). Dong toute substitution du groupe, xx, T,
devra satisfaire 4 la condition

f{f-‘ e c}:_'-fﬁ:—f— C,
Donc, etc.
Le théoreme est done démontré.
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présenter par i la racine de cette équation , en sorte que
(@) *—i+a=o,
et Pon aura toutes les imaginaires de la forme

A 4 i+ dgai?,

en élevant i i toutes les puissances , et réduisant par I'équation (i}.

Le principal avantage de la nouvelle théorie que nous venons d’ex-
poser est de ramener les congruences a la propriété (si utile dans les
équations ordinaires) d’admettre précisément autant de racines qu’il y
a d’'unités dans l'ordre de leur degré.

La méthode pour avoir toutes ces racines sera trés-simple. Premiére-
ment on pourra toujours préparer la congruence donnée Fa = o, de
maniére & ce qu’elle n'ait plus de racines égales, ou, en d’'autres ter-
mes, 4 ce qu'elle n'ait plus de facteur commun avec i =o,etle
moyen de le faire est évidemment le méme que pour les équations or-
dinaires.

Ensuite, pour avoir les solutions entiéres, il suffira,, ainsi que M. Libri
parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun aFaxr =o et d 2! = 1.

Si maintenant on veut avoir les solutions imaginaires du second
degré, on cherchera le plus grand facteur commun a4 Fr=o et 4
xP~' = 1, et, en général, les solutions de 'ordre v seront données
par le plus grand commun divisenr &4 Fr=oet 3 P! =1.

C’est surtout dans la théorie des permutations, ou I'on a sans cesse
besoin de varier la forme des indices, que la considération des racines
imaginaires des congruences parait indispensable. Elle donne un moyen
simple et facile de reconnaitre dans quel cas une équation primitive est
soluble par radicaux, comme je vais essayer d’en donner en deux mots
une idée.

Soit une équation algéhrique fx = o de degré p’; supposons que
les p’ racines soient désignées par x;, en donnant i lindice & les p*
valeurs déterminées par la congruence k** = k (mod. p).

Prenons une fonction quelconque rationnelle V des p* racines a;.
Transformons cette fonction en substituant partout 4 l'indice £ I'in-
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dice (a# + &), a, b, r étant des constantes arbitraires satisfaisart aux
conditions de @” —' = 1, 7" = b (mod. p) et de r entier.

En donnant aux constantes a, b, r toutes les valeurs dont elles sont
susceptibles, on obtiendra en tout p'(p* — 1)v maniéres de permuter
les racines entre elles par des substitutions de la forme [x;, &g ];
et la fonction V admettra en général par ces substitutions p*(p* — 1) v
formes différentes.

Admettons maintenant que Iéquation proposée fa = o soit telle,
que toute fonction des racines invariable par les p*(p* — 1)v permuta-
tions que nous venons de construire, ait pour cela méme une valeur
numérique rationnelle.

On remarque que, dans ces circonstances, I'équation fx = o sera
soluble par radicaux, et, pour parvenir 4 cette conséquence, il suffit
d’observer que la valeur substituée i k, dans chaque indice, peut se
mettre sous les trois formes

(ak 4+ B =[a(k + b)) =ath? + b = (k+B)7.

Les personnes habituées & la théorie des équations le verront sans
peine.

Cette remarque aurait peu d’importance si je n’¢tais parvenu & dé-
monfirer que, rectpmquement, une équation primitive me saurait
étre soluble par radicaux, & moins de satisfaire aux conditions que je
viens d’énoncer. (F'excepte les équations du neuviéme et du vingt-
cinquiéme degre.)

Ainsi, pour chaque nombre de la forme p*, on pourra former un
groupe de permutations tel, que toute fonction des racines- inva-
riable par ces permutations devra admettre une valeur rationnelle
quand I'équation de degré p, sera primitive et soluble par radicaux.

D'ailleurs, il 'y a que les équations d'un pareil degré p* qui soieni
4 la fois primitives et solubles par radicaux.

Le théoréme général que je viens d’énoncer précise et développe les
conditions que j'avais données daus le Bulletin du fnois d’avril. Tl in-
dique le moyen de former une fonction des racines dont la valeur séra
rationnelle, toutes les fois que I'équation primitive de degré p’ sera so-
luble par radicaux , et méne, par conséquent, aux caractéres de réso-



Dim-Reg

The spaces X, of dimension z (ac + mm)

make sense in NCG (as type II)

The t'Hooft-Veltman and Breitenlohner-Maison
prescription corresponds to taking the product
of the standard geometry of (Euclidean) space-
time by a very specific spectral triple X, of
dimension z € C, Re(z) >0

H'=HoH, D'=D®1+ ywwxD.

Dimension spectrum of X, is reduced to the
complex number z.

Spectral triple whose D’ = D. fulfills

Trace(e_ADz) = 7#/2)\7%/2 )¢ RY .



Propagator = ds — Fermionic Action

Bosonic Action = Spectral Action
(ac 4+ A. Chamseddine)

— It only depends upon the spectrum of
D.
— It is additive for direct sums of noncom-
mutative geometries.
It is given in general by the expression

Trace (f(D/N))

where f is a positive even function of the real
variable and the parameter A fixes the mass
scale.



Spectral action

The spectral action can be expanded in de-
creasing powers of the scale A in the form

Trace (f(D/N)) ~

S e AFIDITF 4 £(0) ¢p(0) + o(1)

ke n+

where MT is the positive part of the dimen-
sion spectrum I1. The function f only appears
through the scalars

fr= [ f@)vF "ty

0
One lets

¢p(s) = Tr(|D[™°)

and regularity at s = 0 is assumed.



— In dimension < 4 the variation of the
spectral action under inner fluctuations
gives the local counterterms for the fer-
mionic graphs

(p14(0) = (p(0) = — fAD™ 1+

1 _1y2 1 —1\3, 1 _1\4

D 22 f(ap 1342 f(ap™h)

— Assuming that the tadpole graph va-
nishes the above variation is the sum
of a Yang-Mills action and a Chern-
Simons action relative to a cyclic 3-
cocycle on the algebra A.









Géometrie du point de vue

spectral

Es muss also entweder das dem Raume zu Grunde lie-
gende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden,
oder der Grund der Massverhaltnisse ausserhalb, in da-
rauf wirkenden bindenen Krdften, gesucht werden.

Il faut donc, que la réalité sur laquelle est fondé |'espace
forme une variété discréete, ou que le fondement des
rapports meétriques soit cherché en dehors de lui, dans
les forces de liaison qui agissent en |ui.



