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Théorie des champs perturbative

L’Amplitude de probabilité d’une configuration

classique A est donnée par la formule de Dirac

et Feynman

ei
S(A)
~ , S(A) =

∫
L (A) d4x

On passe en Euclidien

Z(JE) = N
∫

exp

(
−
S(ϕE)− ⟨JE, ϕE⟩

~

)
D[ϕE]

Développement perturbatif donne des intégrales

divergentes indexées par des graphes de Feyn-

man Γ

k

p + k

p p

=∫ 1

k2 +m2

1

((p+ k)2 +m2)
dDk



Renormalisation

v

Green 1830

F = ma

m → m+ 1
2M



Dim-Reg

La formule de base∫
e−λq2dDq = πD/2λ−D/2

Exemple :

k

p + k

p p

→
∫ 1

k2 +m2

1

((p+ k)2 +m2)
dDk.

1

k2 +m2

1

(p+ k)2 +m2
=

∫
s>0, t>0

e−s(k2+m2)−t((p+k)2+m2) ds dt.



Dim-Reg, exemple

On diagonalise la forme quadratique −Q(k) en

exposant, avec s = (1− x)λ, t = xλ,

−Q(k) = −λ ((k + xp)2 + ((x− x2)p2 +m2)),

On obtient en posant q = k + xp,∫ 1

0

∫ ∞

0
e−(λ(x−x2)p2+λm2)

∫
e−λ q2 dDq λ dλ dx

= πD/2
∫ 1

0

∫ ∞

0
e−(λ(x−x2)p2+λm2) λ−D/2 λ dλ dx

= πD/2Γ(2−D/2)
∫ 1

0
((x−x2)p2+m2)D/2−2 dx.



Soustraction–Minimale (MS)

Préparation

On prépare d’abord un graphe Γ, en remplaçant

la valeur non-renormalisée U(Γ) par

R(Γ) = U(Γ) +
∑
γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)

Contre-termes

C(Γ) = −T (R(Γ)) =

−T

U(Γ) +
∑
γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)


Valeur renormalisée

R(Γ) = R(Γ) + C(Γ) =

U(Γ) + C(Γ) +
∑
γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)



Algèbre de Hopf des graphes

(Dirk Kreimer → arbres, ac + dk → graphes)

Comme algèbre, H est l’algèbre commutative

libre engendrée par les graphes 1PI.

Le coproduit

∆ : H → H⊗H

est spécifié sur les graphes 1PI par

∆Γ = Γ⊗ 1+ 1⊗ Γ+
∑
γ⊂Γ

γ(i) ⊗ Γ/γ(i)

Ici γ est un sous-ensemble non-trivial γ ⊂ Γ̃.



Coproduit

∆ (        ) =               1 + 1 

2

∆ (        ) =              1 + 1               + 

∆ (            ) =                  1 + 1  

+ 

+ 2                          + 2 



Fibrés sur P1(C)

γ (z) = γ−(z)
−1 γ+(z) z ∈ C

D

C

C+

C-



Décomposition de Birkhoff

Théorème (ac+dk)

Soit ϕ : H → K = C{z}[z−1] un homomor-

phisme d’algèbre. La décomposition de Bir-

khoff du lacet correspondant est donnée par

recurrence par

ϕ−(X) = −T
(
ϕ(X) +

∑
ϕ−(X

′)ϕ(X ′′)
)

et

ϕ+(X) = ϕ(X) + ϕ−(X) +
∑

ϕ−(X
′)ϕ(X ′′).

Cela coincide avec le procédé récursif de

MS !

ϕ = U , ϕ− = C, et ϕ+ = R



⇒ compréhension conceptuelle du procédé récursif

des physiciens

1. Il existe une unique application méromorphe

γ(z) ∈ G = Hom(H,C), pour z ∈ C, z ̸= 0,

de coordonnées U (Γ)d=D−z.

2. La valeur renormalisée d’une observable est

obtenue (pour Dim-Reg + MS) en rem-

plaçant γ (0) par γ+ (0), où

γ (z) = γ− (z)−1 γ+ (z)

est la décomposition de Birkhoff du lacet

γ (z) autour d’un cercle infinitésimal centré

en z = 0.



Action sur les constantes de couplage

G
ρ−→ DiffC

g +
∑

g2ℓ+1 Γ

S(Γ)

1−
∑

g2ℓ
Γ

S(Γ)

−3/2

Corollaire

Considérons la constante de couplage effective
nonrenormalisée geff(ε) comme une série for-
melle en g et soit

geff(ε) = geff+
(ε) (geff−(ε))

−1

sa décomposition de Birkhoff (opposée) dans
le groupe des difféomorphismes formels. Alors
le lacet geff−(ε) est la constante de couplage
nue et geff+

(0) la constante de couplage renor-
malisée.



Groupe de renormalisation

L’analyse dimensionnelle introduit un paramètre
de masse,

dD−zk 7→ µz dD−zk

La graduation par le nombre de boucles donne
les automorphismes θt,

γetµ(z) = θtz(γµ(z)) ∀ t ∈ R , z = D − d

Le γµ− de la décomposition de Birkhoff

γµ(z) = γµ−(z)
−1 γµ+(z)

est indépendant de µ, ∂
∂µ γµ−(z) = 0 . La limite

Ft = lim
z→0

γ−(z) θtz(γ−(z)
−1)

définit un sous-groupe à un paramètre de G(C).

γetµ+(0) = Ft γµ+(0) , ∀t ∈ R.

γ−(z) = lim
t→∞

e
−t
(
β
z+Z0

)
etZ0



Connections plates équisingulières

(ac + M. Marcolli)

Une connexion plate ω définie sur B∗ = B\V ,

B = ∆× Gm, V = {0} × Gm, est équisingulière

si elle est invariante par Gm et si la classe

d’équivalence de sa restriction à une section

σ : ∆ 7→ B ne dépend que de σ(0).

Théorème

La catégorie des fibrés plats équisinguliers est

équivalente à la catégorie des représentations

de dimension finie d’un groupe algébrique af-

fine U∗. Ce groupe est le produit semi-direct

par Gm (agissant par la graduation) du groupe

pro-unipotent U dont l’algèbre de Lie

Lie(U) = F(1,2,3, · · · ).

est librement engendrée par un générateur e−n

de degré n pour tout entier n ≥ 1.



Space B : DimC B = 2
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Expansional

Given a g(C)-valued smooth function α(t), with

t ∈ [a, b] ⊂ R, the time-ordered exponential

(also called the expansional) is defined as

Te
∫ b
a α(t) dt :=

1 +
∞∑
1

∫
a≤s1≤···≤sn≤b

α(s1) · · · α(sn) ds1 · · · dsn ,

with the product taken in H∨, and with 1 ∈ H∨

the unit corresponding to the counit ε of H.



Morphism rg : Ga → U ,

The sum

e =
∞∑
1

e−n , (1)

defines an element of the Lie algebra LU of U.

Since U is by construction a pro-unipotent af-

fine group scheme we can lift e to a morphism

rg : Ga → U , (2)

of affine group schemes from the additive group

Ga to U.



Universal Singular Frame

γU(z, v) = Te−
1
z

∫ v
0 uY(e) du

u ∈ U

γU(z, v) =
∑
n≥0

∑
kj>0

e(−k1)e(−k2) · · · e(−kn)

k1 (k1 + k2) · · · (k1 + k2 + · · ·+ kn)
v
∑
kj z−n

Same coefficients as in

Local Index Formula in NCG (ac + hm)



Let G be a pro-unipotent affine group dual to

a graded connected commutative Hopf algebra

H = ⊕n≥0Hn, with finite-dimensional Hn.

1. There exists a canonical bijection bet-

ween equivalence classes of flat equisin-

gular connections and graded represen-

tations U → G, or equivalently repre-

sentations

ρ : U∗ → G∗ = G o Gm, (3)

which are the identity on Gm.

2. The universal singular frame γU provides

universal counterterms. Namely, given a

loop γµ ∈ L(G(C), µ), the universal sin-

gular frame maps to γ−(z) under the

representation ρ.

3. The renormalization group Ft in G(C) is

obtained as the composite ρ ◦ rg, with

ρ as in (3) and rg : Ga → U as in (2).



Groupe de Galois cosmique

“La parenté de plus en plus manifeste entre

le groupe de Grothendieck–Teichmüller d’une

part, et le groupe de renormalisation de la Théorie

Quantique des Champs n’est sans doute que la

première manifestation d’un groupe de symétrie

des constantes fondamentales de la physique,

une espèce de groupe de Galois cosmique !”

Pierre Cartier



Groupe de Galois

Cosmique

Groupe HomHH ,CL

Difféomorphismes des

Constantes de couplage



Exposé de clôture, Galois

Galois est un exemple rare, peut-être seule-

ment égalé par certains poètes ou musiciens,

d’un créateur qui, lors du 200-ème anniver-

saire de sa naissance nous paraisse toujours

aussi jeune et fringant. En fait on peut ar-

guer que sa théorie de l’ambigüıté, fruit de

ses pensées mathématiques, est comme un ani-

mal sauvage qui n’a toujours pas été vraiment

capturé par le formalisme moderne. Contraste

saisissant entre le petit nombre de pages ma-

nuscrites que Galois a laissé à sa mort et leur

éclatante influence sur les mathématiques.









Dim-Reg

The spaces Xz of dimension z (ac + mm)

make sense in NCG (as type II)

The t’Hooft-Veltman and Breitenlohner-Maison

prescription corresponds to taking the product

of the standard geometry of (Euclidean) space-

time by a very specific spectral triple Xz of

dimension z ∈ C, Re(z) > 0

H′′ = H⊗H′ , D′′ = D ⊗ 1 + γ5 ⊗D′ .

Dimension spectrum of Xz is reduced to the

complex number z.

Spectral triple whose D′ = Dz fulfills

Trace(e−λD
2
) = πz/2 λ−z/2 , ∀λ ∈ R∗+ .



Propagator = ds → Fermionic Action

Bosonic Action = Spectral Action

(ac + A. Chamseddine)

— It only depends upon the spectrum of

D.

— It is additive for direct sums of noncom-

mutative geometries.

It is given in general by the expression

Trace (f(D/Λ))

where f is a positive even function of the real

variable and the parameter Λ fixes the mass

scale.



Spectral action

The spectral action can be expanded in de-

creasing powers of the scale Λ in the form

Trace (f(D/Λ)) ∼

∑
k∈Π+

fk Λk
∫
− |D|−k + f(0) ζD(0) + o(1)

where Π+ is the positive part of the dimen-

sion spectrum Π. The function f only appears

through the scalars

fk =
∫ ∞

0
f(v) vk−1 dv

One lets

ζD(s) = Tr (|D|−s)

and regularity at s = 0 is assumed.



— In dimension ≤ 4 the variation of the

spectral action under inner fluctuations

gives the local counterterms for the fer-

mionic graphs

ζD+A(0)− ζD(0) = −
∫
−AD−1+

1

2

∫
− (AD−1)2−

1

3

∫
− (AD−1)3+

1

4

∫
− (AD−1)4

— Assuming that the tadpole graph va-

nishes the above variation is the sum

of a Yang-Mills action and a Chern-

Simons action relative to a cyclic 3-

cocycle on the algebra A.
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Géométrie du point de vue

spectral

Es muss also entweder das dem Raume zu Grunde lie-
gende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden,
oder der Grund der Massverhältnisse ausserhalb, in da-
rauf wirkenden bindenen Kräften, gesucht werden.

Il faut donc, que la réalité sur laquelle est fondé l’espace
forme une variété discrète, ou que le fondement des
rapports métriques soit cherché en dehors de lui, dans
les forces de liaison qui agissent en lui.


