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Le modele mathématique

Ecoulement granulaire modélisé par les équations de Navier-Stokes incompressibles

ot
divu =0

0
Ps ('u, + div(u ® u)) —divr + Vp=p.g

ol ps est la densité des particules (=~ 1500 kg/m?)

Rhéologie visco-plastique

T=2Du+7(p,p.)1pay i Du#0
HTH ST(paps) Si D’U,:O

4,5 '1J

1/2
ot Du = (Vu+'Vu) et 7] = (3, 72)
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Le modele mathématique

Rhéologie visco-plastique
T =2nDu+ 7(p, ps) HBZ” si Du#0
Il < 7(p, ps) si. Du=0

1/2
ol Du = 3(Vu+'Vu) et ||7]| = (% i Tfj)
Seuil de plasticité

Hfp modele de Drucker-Prager,
T(p, ps) =

wrpr(ps) pression lithostatique,
ol py est le coefficient de friction du matériau granulaire (statique)

prps) = psg(H —y)
Existence de solutions : Chupin, Mathé (2017)
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Le modele mathématique
Rhéologie visco-plastique
T =2nDu+ 7(p, ps) HBZH si Du#0
{7'| <7(p,ps) si Du=20

1/2
ol Du = 3(Vu+'Vu) et ||7]| = (%Z 2)

irj Tig
Réécriture de la rhéologie

T =2nDu+ 7(p, ps)%

ou

E=Bap si Du#o,
YeA si Du=0,

avec A = {A € L2(Q)2%% A < 1, tr(A) = 0, ‘A = A}, QCR?
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Modélisation [EEIEatel]

Reformulation de la plasticité : projection

Proposition

Pour tout r > 0, on a

Y= Bap siDu#0,

3 =PA(X +7rDu) <=
YeA si Du =0

ol Py : L?(Q)?%2 — A (projection)

dans Chupin, Dubois, A bi-projection method for Bingham type flows, Computers with
Applications, 72 (2016).
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Modélisation [EEIEatel]

Reformulation de la plasticité : projection

Proposition

Pour tout r > 0, on a

Y= Bap siDu#0,

3 =PA(X +7rDu) <=
YeA si Du =0

ol Py : L?(Q)?%2 — A (projection)

dans Chupin, Dubois, A bi-projection method for Bingham type flows, Computers with
Applications, 72 (2016).

Remarque : Si A € L%(£2)?*? est un tenseur symétrique, a trace nulle, alors on a

ppt dans
A si|All <1,
Pa(A) = { 1Ml <

By sl 1L
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(IS HIEEIELI  Conditions aux limites a seuil

Conditions aux limites a seuil
On impose sur I' = 02 les conditions

{Ut = *Mb[*o’nhﬁ si u; # 0,
u-n =0,

lot| < pp[—on]+ si uy = 0.

o =2vDu+ 7(p,ps)X —plI
ol u;=u—(u-n)n
or=on— ((on)-n)n
lonescu, Mangeney, Bouchut, Roche, J. of Non-Newton. Fluid Mech., 219 (2015).

Réécriture via une projection

i = w[—on]10ot
3 =Pa, (B — rpuy), 1 > 0.

avec Py, : L?(Q)? — Ay = {v € L2(Q)%; |v| < 1}
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Conditions aulimites 3 seul
Modele granulaire

Le modele mathématique pour I'écoulement granulaire s'écrit

0
Ps (31; +div(u ® u)) -2 div(nDu) + Vp =psg+ diV(T(p7 ,05)2),

E:PA(E—i—rDu), r >0,
divu =0
u-n=0surl,

Y = wp[—on]ror, i =Py, (3 —rpug), 1, > 0 sur T,

avec
LD, Drucker-Prager (DP)
7(p, ps) =

wrpr(ps) Pression Lithostatique (PL)
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(IS HIEEIELI  Conditions aux limites a seuil

Objectif de I'exposé

Comparer les modeles de plasticité
Drucker-Prager (DP) et pression lithostatique (PL)
en confrontant simulations numériques et résultats d'expériences

Expériences : O. Roche (LMV, UCA)
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Formulation Level Set

®>0
Pairy Tair

® <0
Pss MNsy gy Hb

@ Interface : {x € Q; &(x) =0}
0P
@ Transport de l'interface : 5 +div(u®) =0
p(®) = ps + (pair — ps)H(P)
Q {1(®) =ns + (Nair — 1) H(P)
pp (@) = pp(1 = H(®)), po(®) = pp(1 — H(P))
Milieu ambiant (Air) : 7a; = 107° et papr = 1
Milieu granulaire : s ~ 1 et ps ~ 1500
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Discrtisation en temps
Schéma de discrétisation en temps

Schéma de bi-projection

v Projection du tenseur plastique

v Schéma de projection pour le couplage vitesse/pression (Navier-Stokes)

Chupin, Dubois, Computers with Applications (2016)
Chalayer, Chupin, Dubois, SINUM (2018)
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Le schéma de bi-projection en temps
On suppose que (O™, u™, p", X" u}, o)) sont connus
@ Calcul de la fonction Level Set : ®n+!

(I)n+1 — o

5 + div(u"®") = 0
u” est a divergence nulle.

Schéma explicite (en pratique RK3 TVD)

@ Renormalisation pour s'assurer que 711 reste une fonction distance signée
Q Calcul de
Pt = p(@n )

,r]n+1 — n(q)n—l-l)
it = (@)

pptt = (@)
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Numérique Discrétisation en temps

Le schéma de bi-projection en temps

Q@ Cacul de (@™, =t @t oty

)

(pn-‘rl + pn) (,&n+1 _ un)

5 . — div(2n" Tt Da" )
n+1 n
+ (p 2"’/) )div(u" ®un) +Vpn _ diV(Tn—i-lz:n—i-l)7

En+1 _ PA (En—O—l + rT'r:,+1D,i-Ln+1 + 9(271 _ En+1))’ = [0’ 1]7

S = Py, (S a4 0(SE S sur T,

+1 41 1 41
T ]+UZ’+ sur I,
4"t n=0sur T,

aﬁt n+1 _
”“a— + O it = 0 sur T\L.
n

(w1, m= T gt St sont couplées = Algorithme de point fixe de Picard
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Numérique Discrétisation en temps

Le schéma de bi-projection en temps

Q@ Cacul de (@™, =t @t oty

)

(pn-‘rl + pn) (,&n+1 _ un)

5 . — div(2n" Tt Da" )
n+1 n
+ (p 2"’/) )div(u" ®un) + Vpn _ diV(Tn+1En+1),

S =PA(S™ 4+ I DEM 4+ 9(2" - =), 0 € [0, 1],

S = Py, (S a4 0(SE S sur T,

+1 41 1 41
T ]+UZ’+ sur I,
4"t n=0sur T,

a,at n+1 _
”“a— + O it = 0 sur T\L.
n

Convergence géométrique de raison (1 — 0)

Chalayer, Chupin, Dubois, SINUM (2018)
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12 /22



Numérique Discrétisation en temps

Le schéma de bi-projection en temps

@ Etape de projection : (p"t! unt!)

(pn-i-l + pn) (un-i-l _ ,&nJrl)
2 ot
(u — @) . n =0 sur 90

4 V(pn-l-l _ pn) =0

div(u"t) =0
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Numérique Discrétisation en temps

Le schéma de bi-projection en temps

@ Etape de projection : (p"t! unt!)

(pn-i-l + pn) (un-i-l _ ,&nJrl)
2 ot
(u — @) . n =0 sur 90

4 V(pn-l-l _ pn) =0
div(u"t) =0
Remarque : p"*! est solution d'un probléme du type

Q # n+l _ . n - n+1
div ((p”“ n pn)V(p D )) 5 div(a" ™),

Zt —p") =0
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Discrétisation spatiale

@ Maillage cartésien (grilles décalées)

Vi,j+1
(242 9541) 4 (@i+1,95+1)
Dy
uiF | * T Uit
ij Dij 2ij g
(i v5) Uij‘ (@415 95)

@ Schémas Volumes-Finis centrés d'ordre 2 pour (u,p, X)
© Schémas WENOS5 pour &
@ Mise en ceuvre parallele basée sur les bibliotheques MPI et PETSC

Les simulations numériques sont réalisées sur le cluster parallele ClerVolc (LMBP)
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Numérique Simulations numériques

Simulations numériques : écroulement de colonnes

Glissement

H
]
2 g
Z l o
3 Psy Ts H, Pairs Mair =

0

= | 7 ps) oy
Q
n

0 —m— Seuil ou Navier L

L.

Parametres physiques
o Densités : p; = 1500  (particules) et  pap =1 (air)
e Viscosités : n; =~ 0,5 (particules) et 7., = 1075 (air)
py = tan(24°) ou tan(28°) (particules)
@ Seuil de plasticité : { py = tan(24°) (paroi rugueuse)
pp = tan(17°) (paroi lisse)
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Simulations numériques versus expérience (non fluidisé)
Colonne L, x H. = 0,20 x 0,14

Modzle (DP)

0.15 t=1.06s

0.2 0.3

Modgle (PL)

0.05

0.00
0.0 0.1 . . . 0.5
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Simulations numériaues
Comparaisons des modeles (DP) et (PL)
Colonne L, x H. = 0,20 x 0,14

N N
Modele (DP) Modele (PL)
Veloc1|%Nurm 0.15 120068 t-006s
0.8
0.5
0.05
0.2
0.0 0.00
0.0 X . 0.3 04 0.5 0.3 04 0.5
VeloanNcrm 0.15 t=0.18s
0.8 0.10
0.5 o
02 .05
0.0 0.00 0.
0.0 . . . . 0.5 0.3 0.4 0.5
Velocl%Norm 0.15 1-030s 1-030s
0.8
0.5
0.2
0.0 0.00
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.3 04 0.5
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Simulations numériaues
Comparaisons des modeles (DP) et (PL)
Colonne L, x H. = 0,20 x 0,14

Modele (DP) Modzle (PL)

Veloc1i%Nurm 0.15 t=042s

0.8
05
0.2

0.0 0.00
0.0 E . . E 0.5

VeloanNcrm 0.15

0.8 0.10
05
02 0.05
0.0

0.00, 0.
0.0 . . . E 0.5

Velom%Norm 0.15
0.8
0.5
0.2
0.0

1733 o5 3016 S22

0.05

1=0.78s

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5



Simulations numériaues
Comparaisons des modeles (DP) et (PL)

Colonne L. x H. = 0,20 x 0,40

Modzle (DP)
0.4 t=136s

0.3
0.2
0.1

0.0 .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Modgle (PL)
0.4 t=150s
0.3
0.2
0.1

0.0
00 02 08 10 12
ey o i 0
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\IAGETE  Simulations numériques
Comparaisons des modeles (DP) et (PL)

Colonne L. x H. = 0,20 x 0,40

N N
Modele (DP) Modele (PL)
Veloc1|t{y5Nnrm 04 t=006s g4 1=006s
1.2 03 0.3
0.8 02 02
0.4 0.1 0.1
0.0 0.0 y T T T T 0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 1.2
ﬁoc‘;téNorm 04 t=024s g4 t=024s
— 1.2 0.3 ~ 0.3
) 08 02 0.2
i 0.4 0.1 0.1
0.0 0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
VelocityNorm 04 1=056s g4 t=056s
1.2 03 0.3
— 08 02 02
i 0.4 0.1 0.1
0.0 0.0 0.0
0.0 02 04 0.6 08 1.0 1.2 0.0 02 0.4 0.6 08 1.0 1.2
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Simulations numériaues
Comparaisons des modeles (DP) et (PL)
Colonne L. x H, = 0,20 x 0,40

Modele (DP) Modele (PL)
Veloc1it-(y5Nnrm 04

1.2

t=0.88s

0.0 02 0.4 0.6 08 1.0 1.2
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Conclusion

Conclusion

v’ Les modeles (DP) et (PL) produisent des solutions stationnaires similaires,
proches des résultats expérimentaux

v' La dynamique est fausse avec le modele (PL) alors qu'elle bien approchée par
le modele (DP)

v' Pour la colonne haute, i.e. H./L. = 2, la colonne se déforme et le front glisse
lentement. Elle ne s'effronde que lorsque son rapport de forme devient < 1

Travail a faire

v Calculs sur grilles plus fines pour la colonne 0,2 x 0,4

v Etudier la sensibilité par rapport aux parameétres physiques
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