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Contexte




a Modélisation

Modélisation hydrogéologique

Les trois variables du modéle ...

@ quantité d’engrais p(x, t) épandue au cours du temps a la surface du sol

@ concentration c(x, t) du principal polluant issu de I'engrais dans le
sous-sol

@ vitesse de déplacement du soluté dans le sous-sol, v(x, t).

{Rzpa,c +v- Ve —div(S(v)Ve) = —r(c) + (v + p)(1 — ¢) — gc

div(v)=y+p+g, v=—xVop +Cl + CB.
R : coefficient de retard r(c) : terme de réaction en solution
1 : porosité ~ : apport naturel

S(v) : tenseur de dispersion g : autres apports ou pertes
x : tenseur de perméabilité ¢ : charge hydraulique

S(v) = Snld + Sp(v)
Sp(v) = |v| (aLe(v) + ar(ld — €(v))), avec e(v);; =

viVi
[v2*




'a Modélisation

Modélisation économique

QCcRV,N<3
0<T<o0;J:pecE—J(p,c)ecRou

J(p,c) = /OT(/Q (f(x,p) — D(x, C)) dx) e "at.

avec Ey C {f € [3(0, T; L3(Q)),0 < f < p, p.p. dans Q x (0, T)}.
Probleme de contréle optimal :

X J(p, c)
sous contrainte du systeme d’état pour c et ¢.

@ les bénéfices agricoles sont représentés par f, dépendant de I'apport
d’engrais : croissante, strictement concave, continue inférieurement sur
R+

@ les dommages environnementaux sont représentés par D, dépendant
de la concentration : croissante, strictement convexe, hémicontinue

@ p €]0, 1] taux d’actualisation.




a Modélisation

Modele et couplage

Probléme de contréle optimal sous contrainte d'un systeme d’EDP
Trouver

max J(p,c) = /0T</Q <f(x, p) — D(x, c)) dx) e *ladt

sous contraintes (Ecpo)

Rydic + v - Ve —div(ypS(v)Ve) = —r(c) + (y+ p)(1 —c) — gc
div(v)=y+p+g, v=—kV¢

+ Cl + CB.




a Modélisation

Modele et couplage

Probléme de contréle optimal sous contrainte d'un systeme d’EDP

Trouver

max.J(p. o) = /0 T( /Q <f(x, p) - D(x, c)) dx) el dt

sous contraintes (Ecp¢)

Rypdic + v - Ve —div(ypS(v)Ve) = —r(c) + (v +p)(1 —c) — gc
div(v)=y+p+g, v=—kV¢

+ Cl + CB.

Trouver p dans J(p, c) = connaitre ¢ pour avoir J(p)

i) 4

connaitre p pour avoir (Ec) — résoudre (Ecpo)




Résultats génériques




o Résultats genériques

Résultat d’existence

(H1) € (C'(Q)V*N et ¢y € W?P(Q) avec p > N

(H2) k = w*Id avec k* : Q = R, k* € C'(Q) et ¢1 € W?P(Q)
avec p > N/2

(H3) a7 >0

Théoréme 1

Si une des hypotheses est vérifiée et si il existe un ensemble | C R tel que r
a une dérivée bornée dans | etr(0) —v <0 etr(1)+g > 0et[0,1] C |/,
alors il existe une solution globale (c*, p*, ¢*) au probléeme de contréle
optimal.

Outils de preuve :

Théoréme de point fixe de Schauder et faible semi-continuité inférieure des
fonctions concaves

Unicité ?




Faibles concentrations : un cas réaliste




foege) Cas des faibles concentrations

Hypothése de faible concentration du polluant

"Faibles concentrations" : la quantité d’engrais épandue par I'agriculteur est du
méme ordre que la concentration totale de polluants dans le sol, cette derniere
étant trés inférieure 4 1.

Adimensionnement du modéle :
C = CprC
ou crer = € est la concentration de référence.
C=¢€Cep., P=€Pe, V=Vep, &= ep

réaction : r(e, eCe,p. )




foege) Cas des faibles concentrations

Hypothése de faible concentration du polluant

"Faibles concentrations" : la quantité d’engrais épandue par I'agriculteur est du
méme ordre que la concentration totale de polluants dans le sol, cette derniére
étant tres inférieure a 1.

En notant r.(c) :=r(e,ec)/eona:

(P€) Modéle adimensionné dépendant de e :

Trouver (p?, ci, ¢7) tel que

J(p:,cl) = max J(pe, Cep.) :/ (/ f(x,pe) — D(x, c.p.) dx)e™" dt
PeEEC Ry Q

Rd)af(ce,l?s) + Ve,pe VCE,Pe - diV(’lL’S(Ve’ps )VC€7PS)
= _rE(CE’ps) _ gCG,Pe + p€(1 - 6CEvp€)

div(Ve,p.) = €pe + g OU Ve,p. = —kV e p., + Cl + CB.
e 1




foege) Cas des faibles concentrations

Hypothése de faible concentration du polluant

"Faibles concentrations" : la quantité d’engrais épandue par I'agriculteur est du
méme ordre que la concentration totale de polluants dans le sol, cette derniére
étant tres inférieure a 1.

En notant r.(c) :=r(e,ec)/cona:

(P€) Modéle adimensionné dépendant de e :

Trouver (p?, ci, ¢7) tel que

J(p:,ck) = max J(pe, Cep.) :/ (/ f(x,pe) — D(x, c.p.) dx)e™" dt
PeEEC Ry Q

Rd)af(ce,l?s) + Ve,pe VCE,Pe - diV(’lL’S(Ve’ps )VC€7PS)
= _re(Cevps) _ gCG,Pe + p€(1 - 605=p6)

div(Ve,p.) = €pe + g OU Ve,p. = —kV e p., + Cl + CB.
e 1




foege) Cas des faibles concentrations

Résultat d’unicité

Modele adimensionné (P¢) : pas d’'unicité de la solution

Approche

@ On construit le probleme effectif correspondant
(Petr) := lime_0(P°).
@ On montre que le probléme effectif est bien posé.

@ De plus, la démarche adoptée nous a permis de prouver
que la solution de (P¢) converge vers la solution de (Pgf).




foege) Cas des faibles concentrations

Unicité

Théoreme 3

Il existe une unique solution globale (p*, c*, $) au probleme
effectif avec pour tout T > 0, ¢* € C ([0, T]; L3(Q)) n L2 (0, T; H'(Q))
etc*(x,t) >0 p.p. dansRy x Q, ¢ € L=(0, T; H'(Q)).

Difficultés :

o traiter les non linéarités




o'a Cas des faibles concentrations

Unicité
La limite du contréle optimal de (P¢) est un contréle optimal de (Per).

Théoréme 2

Soit x — r(e, x) dérivable a dérivée bornée sur [0, 1] et telle que r(e,0) = 0,
r(e,1) + g > 0. On suppose également que r.(x) := r(e, ex)/e converge
simplement vers ¥ concave, dérivable a dérivée bornée surR.,.

Lorsque e — 0, toute solution (p:, cZ, ¢%) du probleme adimensionné
converge vers l'unique solution du probleme effectif etV T > 0,

¢r — ¢ dans LI(0, T; H'(Q)), pour tout g > 1,
¢ — ¢* dans L3(0, T; H'(Q)), ¢ — ¢* dans L3(Q7), p.p. dans Qr,
p: — p* dans L9(Qr), pour toutq > 1.

Difficultés :

€ prouver les convergences

@ passer a la limite (termes non linéaires)
@ prouver que la limite est bien la solution optimale



a Cas des faibles concentrations

Unicité

Idée de preuve :
1) Prouver les convergences

2) Passer a la limite (termes non linéaires) grace a des résultats de
compacité

Comportement limite du systéme d’état :

Rydic + v - Ve —div(ypS(v)Ve) = —F(c) —gec+ p sur Ry x Q,
S(v)Vc - n=0suroQ,

ou
div(v) =gsurR, x Q, v=—krV¢etd= ¢y suro.




m'a Cas des faibles concentrations

Unicité

3) Prouver que la limite est la solution optimale

Comportement limite du probléme d’optimisation :

Ce gqu'on sait :
(p%,c) — (p, c) qui satisfait les équations d'état du probléme effectif.
Question :
est-ce que (p, ¢) est la solution optimale de (Pes) ?
Une réponse :

a priori non ... mais on prouve que (p, ¢) maximise I'objectif de (Per).




m'a Cas des faibles concentrations

Unicité

3) Prouver que la limite est la solution optimale

Comportement limite du probléme d’optimisation :

Ce gqu'on sait :
(p%,c) — (p, c) qui satisfait les équations d'état du probléme effectif.
Question :
est-ce que (p, ¢) est la solution optimale de (Pes) ?
Une réponse :
a priori non ... mais on prouve que (p, ¢) maximise I'objectif de (Per).

Soit (p*, ¢*) la solution optimale de (Per).
On sait que J(p, ¢) < J(p*, c") := Mop.
On montre que J(p*,c*) < J(p, c).




foege) Cas des faibles concentrations

Unicité

3) Prouver que la limite est la solution optimale

Jp.o)= [ ( | #0x.p) = Dx.0) dx) e at > Tim J(p:. c;) = Tm M.

Est-ce que lim__,, M > Mo ?




a Cas des faibles concentrations

Unicité

3) Prouver que la limite est la solution optimale

Léquation d’état est aussi satisfaite par la limite forte dans L2(Q7) et
p.p. dans Q7 de ¢, , ou ¢,  estassociée a p* par
Rydrc;,

app

FVep VL, —AIV(YS(Ve,, )V, ) = —re(C, ) —9C:, ,+P"(1—€C], )

€app €app

div(ve,,) = ep* + 9, Ve, = —KV o, dans Qr,

+CI+CB.
Par définition de M<, J(p*, ¢ ) < J(p:,cl) = M-.

7 T€app




Cas des faibles concentrations

3) Prouver que la limite est la solution optimale
Comme p* ne dépend pas de ¢, ¢, — C* et x — J(p*, x) est
continue inférieurement,

lim J(p*, c:

“app

) =J(p", c).

Alors

Mopt = J(p*, c") = IimO J(p*,c,,) < lim J(p, c) := lim M".

e—0 e—0

Finalement, on prouve que

J(p",¢") < lim M* < lim M* < J(p, ¢) < J(p", ")
€—

e—0

ie. J(p,c) = J(p*,c*) := Myp.
On conclut que (p, ¢) = (p*, c*) grace au résultat d’unicité.

Unicité




o'a Cas des faibles concentrations

Modele adjoint

Théoreme 3.3

On suppose p € [0,p] — f(x,p) et c € [0, +co[— D(x, ¢) de classe C'
Vx € Q et r de classe C'. Soit (p*, c*) la solution de Pk, . Il existe
we 20, T; H'(Q)) tel que

of .

a—p(x,p (t,x)) = p(t, x)xs(x) dans Q7
satisfaisant la condition terminale

oD .

Ryu(T, x) = u%(x, ¢’ (T, x)) dans Q

et I'équation
. 1 ox oD x

Ryoip = —v - Vi — div(yp S(v)Vu) + r'(c”)p + pRyp — %(X, c") dans Qr

munie des conditions aux bords.




Résultats numériques




oo Résultats numériques

Schémas et algorithme

Introduction du flux

Ve =—S(v)yVe+ve et v, =-S(V)YVu—vu

Ryore + div(ve) = —r(c) + pxs
, oD
Ry + div(v,) = —r'(e)u — Ribpu + 52 (%, ©) + gu

+ conditions aux bords, initiale, terminale.

Discrétisation par Eléments Finis Mixtes

Unicité, stabilité et convergence de la solution discrétisée

@ pour le probléeme en concentration
@ pour le probleme adjoint




oo Résultats numériques

Schémas et algorithme

h : diametre des malilles; 7 : pas de temps

Calcul de ¢ vérifiant I'équation d’incompressibilité.

Etape 0 : initialisation

i=0,pp' = pj données quelconques.
Pouri=i+1:

Etape 1 : résolution des problémes en concentration et adjoint discrets
calcul des ¢y, vérifiant le probléme en concentration, pour p = pj,
calcul des py, vérifiant le probléme adjoint.

Etape 2 : gradient conjugué non linéaire

n,i+1

f(op') — uh < pp

Critére d'arrét : max; <<y ]p -y




Résultats numériques

Illustrations
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FIGURE: Quantité d’engrais initialement épandue.




Résultats numériques

Illustrations

FIGURE: Fonction pompage et vecteur vitesse.




Résultats numériques

Illustrations

Jour3

FIGURE: Concentration (résolution initiale) aux jours 1, 2 et 3.




oo Résultats numériques

anax hmax ‘pn L1 n,/”
Convergence de I'algorithme : P

nmax X hmax
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Boudles
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0
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FIGURE: Moyenne des |p""" — p}'| pour vingt boucles de calcul

(1 < i< 20).

Illustrations




oo Résultats numériques

lllustrations

Etude de I'objectif :
Jo (s f(p)e~""dx — [, D(c)e "' dx) dt — e~*T [, D(c) ax.
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-0,25
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Objectif

Boucles

FIGURE: Objectif en fonction de vingt boucles.




Résultats numériques

Isovalue
Jour 1 pompage
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Jour 3 pompage

Illustrations

FIGURE: Approximation de la solution optimale aprés 15 boucles aux jours

1,2et3(
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Merci de votre attention
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