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Introduction.

Consderons dans I'espace linéaire X := RY |'opérateur de Laplace

~Dp ==Y Ko, Ve s(X).

1<j<d

Une procedure standard permet de lui associer un opérateur auto-adjoint
dans # := L%(X):
—A (X)) =

avec J#2(X) I'espace de Sobolev d'ordre 2 sur R¢.

C'est opérateur est associé a |'observable énérgie cinétique d'une particule
non-relativiste de masse 2 libre dans I'espace affin associé a RY.
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Introduction.

Soit maintenant un sous-groupe discret I C X isomorphe 3 Z9
engendré par d vecteurs linéairement independants {e;,...,eqs} C X.

Supposons donnée une fonction V € BC*®(X; R) qui est I-périodique.
On dénote aussi par V € B(#) |'opérateur continu de multiplication avec
la fonction V dans L2(X).

Alors |'opérateur différentiel:

—A+ V. S(X)— LX)
admet aussi une extension auto-adjointe
Ho : #%(X) — #.

C'est opérateur est associé a I'observable énérgie totale d'une particule
non-relativiste de masse 2 se déplacant dans I'espace affin associé 3 RY
sous l'influence du potentiel V.
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Introduction.

La cellule unité.

E = Z xje; € X' | x;€[-1/2,1/2),Vje{1,...,d}
1<j<d

Elle induit la decomposition unique suivante:
X 3 x— ([x],{x}) el x§&,

x = [x]+{x}, [x]j =sup{k € Z | k < x; +1/2}.
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Introduction.

Les structures duales.

Soit X le dual def X et {€]}1<j<q C X* la base duale définie par
ej-‘(ek) = 27‘1’(5_,';(
Le reseau duale:
Moo= Y yeleX* | ez, Vje{l,... d}
1<j<d
avec la projection canonique
pe X" = X% T, =T,
et la cellule unité duale:
E.:=19 Y &eeX™ | §e[-1/2,1/2),V€{1,...,d}
1<j<d
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Introduction.

Les transformations de Fourier.

o Ty : (X)) — L (X*) avec X* = RY I'espace dual de X:

(Fr0)(€) = (2m) /2 / dx €=I<E%> g (x)

x
ayant une extension unitaire L2(X) = L2(C*).

e Fr: /YT) — C(T.) avec T, = X*/T, le groupe dual de T

(?xg) (9) — (27r)_d/22e_i<9’7>g,y

yel

ayant une extension unitaire ¢2(I') = L?(T.,).
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Introduction.

La representation de Bloch-Floquet.

Définissons I'espace:
- {ﬁ L2 (X xX*) | mF =0 F Yyel r.f=Fvye r*}

0,(€) 1= e <8 [, fl(x, &) == F(x +7,€), [T ](x, &) := F(x, & +7%)
avec la norme hilbertienne HI:_H2 = Je J& |I:_(x,§)‘2 d§ dx

et la transformation unitaire de Bloch-Floquet:

U 12(X) = Z, ZUW f(x+7).
yel

Pour tout 6 € T, on definit: % := {f € L2 (X) | 7f =0, (0)f}
avec la norme hilbertienne ||f||% z, = [£ [f(x)[?dx.

Soit {5 : Fg > f = ogf € L2(T)} oy, avec op(x) i= e 7<0>>.
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Introduction.

L'integrale directe hilbertienne.

Alors .7 devient un fibré de fibre type L?(T) sur T, et aussi une integrale
directe Hilbertienne:

S
F = Fo db
T

avec UHo% ' = [y Hol 7, do.

Théoreme

Ho| z,, défini comme restriction de I'extension par dualité a .7/(X),
engendre un opérateur auto-adjoint:

Fo(0) : 7§ :={f e Fy | - D) € Fo} - Fp

et sa résolvante est un opérateur compact.
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Introduction.

Structure spectrale de Bloch.

Il existe une famille de fonctions continues
T.260— X\(0) eR, VjeN*
telles que A\;j(0) < \j+1(0) pour tout j € N* et § € T, et on a
A = (0)}.
7(Fo(8) = U ((0))

Chaque A est de classe C* sur tout domaine ol elle a multiplicité
constante.

[l existe une famille de fonctions mesurables
Ty 20— ¢j(0) € Fp, VjeN*

telles que Ho(8)b;(0) = X;(0)¢;(8) pour tout j € N* et § € T,.
Soit 7;(8) := |$;(0))(¢j(#)| le projecteur orthogonal associé.
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Introduction.

Le champ magnétique.

@ Le champ magnétique est decrit par une 2-forme fermée sur X'
B:X - RIARY, dB = 0.

o Etant définit sur un espace affin, B est aussi exacte, et donc
il existe une 1-forme A: X' — RY t.q B = dA.
@ Transformations de jauge: A+— A' = A+ d®; ona B=dA=dA.

@ La jauge transversale:

1
Ai(x) == — Z Xk/o Bijk(sx)sds.

1<k<d

Hypothese BO.
Bjk S BCOO(I), Aj S ;&(x).
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Introduction.

Le couplage minimal.

Un systéme quantique en champ magnétique (Le couplage minimal):
Dj:= —i0y, ~— DJA 1= —i0x — Aj(x). (CM)

Une particule non-relativiste dans un potentiel périodique V

et un champ magnétique B = dA, dans I'espace euclidien de dimension d
est décrit par |'extension auto-adjointe de |'opérateur

S (D + VA (X) - S(X)
1<j<d

HA © A2(X) = {u el(x)| Y (DM ue L2(JC)} - .
1<j<d
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Introduction.

Substitution de Peierls.

Soit
e Hg, B = dA verifiant I'Hypothese B et H* comme plus haut.
o / C R un intervalle borné tel que 3k € N, I Na(HA) = I N \k(Ty)
o E;(H*) le projecteur spectrale de H” associé a | C R.
@ M\ : X* — R I'extension périodique de Ay : T, — R.

Substitution de Pejerls.
HAE/(HA) ~ M\ (D?)

comme opérateurs dans # = L%(X).
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Calcul de Weyl magnétique.
Définition

Pour toute fonction test ® € .7 (=) I'integrale oscillante suivante défini un
opérateur linéaire continu sur .#(X):

(OBA(®)F) (x) = (2m) " [ <1 M,y (LY ) F(y)dy di

N(x,y) =exp{ — if[va] A}.

Covariance de jauge.

A=At+dp = OpV(f) =P QDopA(f)e (@)

Remarque:
Q@ NA(x, y)AA(y, 2) = NA(x, 2) exp {7if<x7yyz> B} = M(x, 2)QB(x, v, 2),
@ 125(x,y,2) — 1 < C|[Bllacl(y = x) A ((z = X)].
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Calcul de Weyl magnétique - 2

Proposition.

Pour ® € .7 (=) I'opérateur Op” admet une extension continue
F(X) = F(X) et 'application Op? : .7 (Z) — B(S'(X); (X))
est un isomorphisme linéaire et topologique qui induit un isomorphisme
linéaire et topologique Op* : .7/(=Z) — B(7(X); .#"(X)).

Proposition.

Pour tout symbole de Hérmander F € S§(Z) on a Op”(F) € B(L3(X))
et il existe deux constantes C > 0 et p € N*, dependant que de la
dimension d > 2 de X telles que:

1O (F)llp(2(xy) < C sup sup sup |(9Z0¢F)(x, ).
(x,§)€=[al<plb|<p

v
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Calcul de Weyl magnétique.

Classes de symboles de Hormander.
Pour tous s € R et p € [0, 1], on considére les espaces
S5, (2) ={F € C=(2) | vym(F) < +00,¥(n,m) € N x N},

ViR(F) = sup_ Y X [(©stm(@202F) (x,€)|.

(x£)eZal<n|fl<m

5= = s ),

S(3):=[S3),
seR

S, 2)=JsS:03).
s<0
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Calcul de Weyl magnétique - 3

Définition.
Soit I'application bilinéaire et invariante de jauge:

S (E)xF(2) 3 (f,8) > fiPg € L(2), Op*(f1Pg) := Op™(F)Op* ().

Explicitement:

(F1Bg)(X) = 2m)~2¢ [ [ e 27° (D™ rewa Br(x — v)g(X — Z2)dYdz,

avec T(x,y,z) le triangle de sommets x —y —z,x+y —z,x — y + z.
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Calcul de Weyl magnétique.

Noyaux integraux des opérateurs magnétiques.

Pour toute distribution tempérée F € .#/(=Z) I'opérateur de Weyl associé
Op(F) a un noyau distribution Kr € /(X x X) donné par

Ke(x,y) = (WF)(x,y) := (2m) ™7 /r* e <CCI>F((x +y)/2,€) de.

Proposition

L'opérateur Op”A(F) a le noyau distribution suivant:

KA(x,y) = N(x, ) (20F) (x, ) = M(x, y)Ke (x, y)-
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Calcul de Weyl magnétique - 4

Remarque.
HA = Dp?(ho) pour ho(x, &) == €2+ V(x) et hy € S2(3).

Théoreme.

La resolvante de HA en 3 ¢ o(H?), s'écrit comme

(HA = 5) 7" = Op”(rB(h))

avec rf(h) € 572(X) un symbole indépendant de jauge.
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Principaux résultats.

Hypotheses:
Hypothese A:
e B = Br+ B, = Br + eBy + keB, (e, k) € [0, €0] x [0,1],
e Br = dAr, (Ar)j € BC®(X) est I-périodique, vje{l,...,d},
e By = dAo, Ao(X)j:(l/z) Z (BO)ijk Vj € {1,...,d},
1<j<d
e B. = dA.,
P Ar 2 — Ar
e Hr = Z (Dj ) +V =9p (ho).
1<j<d
o HF = OpA™"(ho), AR = Ar + €Ag + keA..

Hypothese B:

L'opérateur -périodique Hr a une premiere fonction de Bloch

Ao : T« — R avec un minimum absolue unique et non-dégénéré en 0y € T,
et on peut supposer Ag(fp) = 0.

v
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Principaux résultats.

Conséquences:

Il existe b > 0 t.q.:

e Pour tout 0 < b < b I'ensemble ¥, := 2o 1([0, b)) C T, est
difféomorphe a une boule ouverte dans RY, a une frontiere lisse et
contient 6y .

@ La fonction \g est lisse sur X, et a une Hessienne positive.
e Pour 0 en dehors de ¥}, on a Ar(A) > b.

On voit que H® = H%0 = H.
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Principaux résultats.

Théoreme A.

Il existe b € (0, b) et une fonction réelle et lisse X T, — R t.q.:
Q@ VkeN,dC, >0tqg. VO € XLy et ’Ct’:k

(%X )(8) — (9%X0) ()] < Cie.

@ X (0) > b/2 en dehors de ¥, si € est assez petit.

Q@ VK >1,3C > 0 et (eg, o) € (0, b) x (0,1), t.q.
V(e, k) € (0, €0] x (0, ko],

dy (U(Hé’”) (W[O7 Kel, U(Dpe"{()?)) ﬂ[O, Ke]) < Go(ke+ €2).

duy(My, My) est la distance de Hausdorff entre My et Mo,

(pour des sous-ensembles My, M, de R)
et X¢: X% — R est I'extension périodique de X¢: T, — R considérée
comme distribution sur = constante le long de X x {0}.
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Principaux résultats.

Théoreme B.

On va supposer que d=2 et A.(x) = ¢ 1 A(ex).

Pour tout entier N > 1, il existe des constantes positives Cy, C1, G, et des
paramétres (eo, ko) € (0, b/N) x (0,1), t.q. pour toute paire

(e, k) € (0,€0] x (0, ko] il existe ag < by < a1 < --- < ay < by, avec

ap = inf{o(H“")} pour lesquels:

N
o(H*) N a0, bu] < | Jla, bel . dim(RanE, ,)(H")) = +oo,

k=0
bk—akg C()E(Fd-i- C1€1/5) pOUI’OS kg /V7 (1)
1
etakH—ka?e,pourOSkﬁN—l. (2)
2
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Idées des démonstrations. La 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Localisation du projecteur propre de Bloch.

On considere la fenétre d'énergies [0, B] CR.
Soit # = L?(T) et 7;(0) := %p7;(0)¥, * € B(X), Vj €N, VO € T.,.

On choisit ug € 7?0(90)% avec HUOHW =1.

Soit b € (0, b) t.q.[7o(0) — To(fo)llee) < 1/2

et I'opérateur unitaire d’ entrelacement de Sz. Nagy
:@(9,90) . %0(90)% — %o(@)%

[l définit une fonction lisse de 6 € ¥ .

Définissons ¢ (0) := Z(6, 6)uo, fonction lisse £, — .

Alors [|¢o(6)]» = 1 pour tout 6 € ¥p.

(]

Pour tout 6 € X}, le vecteur propre 50(9, -) € £ est une fonction lisse sur
T a cause de la régularité elliptique de ”//gHr(Q)”f/Gfl considéré comme
opérateur différentiel sur la variété compacte T.
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Idées des démonstrations. La 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Extension lisse du projecteur propre.

Proposition C

Il existe une section lisse globale 120 T — fT* Fpdb, t.q.:
o () = 7/9*150(9) pour tout 6 € Xp,
o |[%0(8)| 7, = 1 pour tout § € T,.

Démonstration:
o Soit {f1, o} C C§°(E) t.a. [[fllize) =1 et A(x)h(x) =0 Vx € E.
o Pour tout § € T, définissons f(8) € Fp, (j = 1,2) par:
f(0,7 + x) == e <> f(x), V(0,7,x) € Tu x T x E.
o Alors (8, x)f(0,x) = 0 ¥x € X et [|A1(0)]|12(e) = 12(0) | 12(ey = 1.
Remarque: due a leurs ortogonalité, un des deux vecteurs f(6p) € Z,

n'est pas parallele avec 7/90_1¢(00) € Fy,.
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Idées des démonstrations. La 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Démonstration Proposition C (suite)

On peut donc supposer que:
[(@0(00); 1(60)) 7, | < 1/V2.
La continuité en @ implique qu'il existe une boule B,(6p) C X} t.q.:

|(Go(6), Au(0)) 7, <3/4, V0 € B(bo).
Soit
o g € C5°(Xp: [0,1]) avec support dans B,(th) et g = 1 dans B, »(6h).
o (0, x) := g(#)¢o(0,x) + (1 — g(0))11(0, x).
Alors [[P(0)[13:(g) = 1/8 et do(6,-) = ¥(0, )[40 € o

est une extension lisse de ¢ a une section globale sur T,.
g
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Idées des démonstrations. La 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

La "quasi’-fonction de Wannier libre.

Définition
@ On appelle 9g := %r_lqﬁg € L?(X) la 'quasi-fonction de Wannier
libre.
o Vyerl: ¢, =T b € L?(X), forment
le ‘quasi’-repére de Wannier libre pour la fenétre d'énergies [0, b].

e Soit m € B(#) le projecteur orthogonal sur I'espace linéaire fermé
Ho := Span{t, : v €T} C L2(X).

Proposition
@ g € 5”(1‘)
o La famille {¢), : v € T} C L2(X) est orthonormale.
o 7 C D(HO) et donc, les produits HO7r et mH® définissent des
opérateurs bornés sur # = L?(X).

4
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La 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].
Le 'quasi’-repere de Wannier magnétique.
Définition
@ J5(x) = A )o(x —7),  A(x,y) = e T (Artero)
€ . e e € . e\ —1/2
5= (85, 9w, Fi= (G) V2 e B((),
@ ¢5(x) = F b6, = X cr [#5)(65)
© 957 (x) = AF(x, Mg(x —7) A (x,y) = e JpnlArteAotaadl
€K T6K €K €K . er)—1/2
G = (5%, 35%n, For = (G%) V2 e B(2(N)),
Q ¢7" = L FGSE", 7% =2 |657) (65",

ael

@ 5(x) = YT (a0, x)uio(x — ), A (x,y) i= e " Sin A
ael

Remarque: Nous avons les relations:

o ~
¢5(x) = A NUG(x =), ¢ (x) = A" (x,7)95(x).
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Idées des démonstrations. La 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Propriétés de localisation.

Jep > 0 t.q.:
Q@ VvmeN, 3C, > 0t.q.:

<o —B>"|Fis — dap| < Cme, ¥(a, B) € T2, Ve € [0, €]

Q@ Vme NetVac N2, il existe Cp o> 0t.q.:
su’;))c < x >M[(0%5) (x) — (0%ho) (x)| < Cma€, Vee[0,€0].
XE.

Q@ VmeN, il existe C,,, > 0 t.q.:

Fz,ﬁﬁ - (5045 < G ke, V(G,H) € [0’60] X [07 1]

sup <a—pg>"
(a,B)€r

© Jep > 0 t.q. pour tout (€, k) € [0, €] x [0, 1] on a Iinclusion
TRGH C D(H),
et donc HO"n9" € B(#) et m#“*H" a une fermeture bornée.
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Idées des démonstrations. La 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Symboles des projecteurs de la 'quasi’-bande de Bloch
magnétique.
On démontre que:
o m¢ = Op°(pe) est -périodique et p. € S™°(Z).
o T = DPE’H(PE,H) et per € S_OO(E)
Proposition

Il existe g > 0 t.q. pour toute semi-norme v définissant la topologie de

Fréchet sur S™°°(Z), il existe C, > 0 t.q. on a les estimations

v(p® —p) < Goeand v(p“" — p°) < C, ke, Y(e, k) € [0, €] x [0,1].
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Réduction a la 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].
Réduction a la 'quasi’-bande de Bloch d’énergie [0, b].

On va considérer les opérateurs auto-adjoints:
HS" et sa projection w&"HS rer

On va comparer les parties de leurs spectres contenus dans l'intervale
[0, b], en utilisant une variante de /'argument Schur-Feshbah.
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Idées des démonstrations. Réduction a la 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

L'argument abstrait.

Soit:
@ H un opérateur auto-adjoint positif (pas necessairement borné);

@ [1 un projecteur orthogonal t.q. les produits HIT et INH sont bornés
dans I'espace de Hilbert # et supposons que
36 >0 t.q. N-HO+ > 250+

Alors M+ (H — E)N+ inversible comme opérateur dans M+, VE € [0,20)
et soit Ry (E) € L(M*#) cet inverse (supgepo g IIRL(E)| < B71).

Le résultat de Feshbah-Schur:

Soit: S(E):=N(H — ENN — NHNR(E)NTLHN € B(N#).
Alors pour E € [0, 5]:

(H — E1) inversible dans # si et seulement si S(E) inversible dans M#
etalorsonaque S(E)™!= I'I(H—E])fll'l

v
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Idées des démonstrations. Réduction a la 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

L'argument abstrait - 2.

Y a pas d’hypothese de petitesse pour la norme de MHM+ € B(#)!
Mais: On suppose E > 0 petit (d'ordre €).
et on tient compte que suite a |'équation de la resolvante:

Ri(E) = R.(0) + RL(0)? + E?R.(0)*R_(E).
Définition:
o Y :=N+MNHNLR, (0)2N+HMN. (Y > 1)
o H:= Y V2 [NHN - NHN-R (0)N-HN] Y~1/2 € B(NF).
Remarque: S(E) = Y'/2(H — E1)YY/2 + E2NHR, (0)R . (E)RL(0)HI.
Proposition I:

V3 € [0,53] on a
dn{o(H)N[0,8],0(H) N[0, 81} < [[HM| (8)2573.
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Idées des démonstrations. Réduction a la 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Démonstration de la Proposition |.

Si E€[0,8] Np(H).

Remarquons que: N N

S(E) = YY2{14 Y Y2NHX(E)HNY Y2(H — E) " Y)}(H — E)YY/? et
~ 2 23-3

|Y~Y2NHX(E)HNY~Y2(H — E)~1|| < %, pour E € [0, 8].

Donc: dist(E,o(H)) > 2||HN|28~3 implique E € p(H).

E € a(H)N [0, 8] implies dist(E,a(H) N[0, ) > B2|HN|?573.

Si E €[0,8] np(H).

Alors: S(E) inversible dans N# et S(E)~! =M(H — E1) "1

Mais YY/2(H — E1)YY/2 = S(E) — E?NHR, (0)R . (E)R. (0)HI
Donc: dist(E,o(H)) > 72||HN|23~3 implique H — E1 inversible.

E € o(H) N[0, '] implique dist(E,o(H) N[0, 8)) > B2[|HMN|253.

V.
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Idées des démonstrations. Réduction a la 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Proposition 1I.
Il existe g > 0 et 3 € (0,b/4) t.q. V(e, k) € [0, 0] % [0,1] les opérateurs
(He", &%) verifient les hypotheses de I'argument abstrait précédent:

Q HS"w&" et 9" HS" sont bornés sur #, uniformement en € et k.

Q@ (1—7F)H " (1 — %) > 28 (1 — 7F).

Notations:
e RY™(E) I'inverse de (1 — m")H%" (1 — %) dans (1 — 7%")F.
@ YOr .—g&k | We,nHe,nRiH(0)2He,n7r6,m_
°
-1/2

ﬁe,n = [Ye,n] —-1/2 [ﬂ_e,nHe,nwe,n — &R HER Rj_’H(O)HG’HTFE’H] [Ye,n]
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Idées des démonstrations. Réduction a la 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Démonstration de la Proposition Il.
La premiere conclusion a déja été remarquée

Soit b' < b< betge C(Lp) t.q. 0<g(0) <1etg(d)=1surLy.

A

A @ A
K°(6) := H°(0) + g(9)7(0), KO =t ( / K°(6) d6> U
WO .= KO — H°  w:=&(W%, WS .= Op"(w),
KE,K/ = HE,K/ _"_ WE,K/ .
Alors K> K1 = 7tH%t = 7t KO%L > pirt,
Par continuité spectrale [CP-15]

Jdep > 0 t.q. K" > (3/4)b' V(e, k) € [0, €0] x [0, 1].
Par définition W° = 7 WOr et

|[roRWeE T — W < Ce, V(e k) € [0, €] x [0,1]

Le choix 8 = b'/4 finit la démonstration.
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Idées des démonstrations. Réduction a la 'quasi'-bande de Bloch d'énergie [O,E].

Premiére Conclusion:

Le choix 8 = Ke et 8 € (8, b/4) nous permet de conclure que:

VK >1,3C > 0 et (e, ko) € (0, b) x (0,1), t.q.
v(67 "i) € (0760] X (0750]1

dit (o (H) ([0, Ke, o (H) ([0, Ke]) < Colre + €2).

dy(My, My) est la distance de Hausdorff entre My et Ma,
(pour des sous-ensembles M;, M, de R)
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Idées des démonstrations. Réduction au cas du champ magnétique constant eBj.

Réduction au cas x = 0.

(o, momHermeng®) = (A ( ) Tat, HO A, )T s0i6) |

H

Soit A := Ar + €Ay, H® := Op™(ho) et 7€ =3 |¢5) (65|
et les opérateurs de bande d'énérgie [0, b] associés a 7

e R{(E) I'inverse de (1 —7°)H*(1— 7€) dans (1 — 7)#.

o Y =+ meH RS (0)2Here.

o He:=[Y]| M? [xHen® — x<H RS (0)Her<] [ Y<]
AGK = NGRNAE car ASF = €Ay + KA.
Corrections d'orthonormalisation:

—-1/2

en €,k B m

pour toute famille de coefficients 53;"“6
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Idées des démonstrations. Réduction au cas du champ magnétique constant eBj.

Premiere estimation: pour le symbole différentiel hy.

2
’

° (~iv- AR (x))2ACF (x, B) = A" (x, B)(—iv — A(x) + Kae(x, 5))

ou: ac(x,B8); = Z(x — ’Y)k/ Bk (e + se(x — B))sds for j=1,2,
k 0
et on observe que: lac(x,8)| < Ce<x— > .
@ De plus

A" (x, &) TN (x, B) = A(&, B) Q9% (@, x, B)

Q% (&, x,8) — 1| < Crelx —a||x— 3.

@ Finalement nous tenons compte de la décroissance de J,15 et Jg1g.
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Idées des démonstrations. Réduction au cas du champ magnétique constant eBj.

Deuxieme estimation: pour les symboles S; .

@ Soit F € S, (), [K(a -)Dpf""(F)K”"(-,“8’)u] (x) =

— A" (a/, B2 (o, x, B) / dy " (x,y, BN (x, y)Kr (x, y)u(y)

@ on utilise les estimations

Q°(a/, %, 8) = 1] < Crelx —a'| x = B,

Q" x + 2,8) ~ 1| < Cre 2] Ix - B,

@ Finalement nous tenons compte de la décroissance de 7,15, I35, et
la décroissance orthogonale a la diagonale pour le noyau intégral de

Op(F).
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Idées des démonstrations. Réduction au cas du champ magnétique constant eBj.

Deuxieme conclusion.

Soit

X = HE(Y) 2 [(Y) 2 = H (Y)Y 4 (Y) T VPHER HE (Y)Y

Proposition B.

(057, mOmHmm gl ) = (@, B) (¢, Op“(he) o) +

A (o, B) (05 . X0G),, + O(re)

Soit € € S~(Z) tel que X = Op”" ().
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Idées des démonstrations. La 'quasi’-fonction de Bloch en champ magnétique constant €Bj.

La 'quasi’-fonction de Bloch magnétique.

Définissons: he == ho + x€

k() = (65, Op°(h)05) ,,
X(0) =) e T k().

yel

A ) = A, B B) = (5, D0 ()"

Proposition C.

La distance de Hausdorff entre les spectres de Op“"(X<) € B(#) et
I'opérateur hermitien associé a la matrice magnétique .Z“"(«, 3) définie
par T"# dans la base orthonormale {¢5"},cr est de I'ordre ke.

On a démontré le point (3) du Théoreme A.
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Idées des démonstrations. La 'quasi’-fonction de Bloch en champ magnétique constant €Bj.

Démonstration de la Proposition C.

Considerons les trois opérateurs unitaires suivants:
o W L2(X) = (M) @ L2(8), (Hru)(v.{x}):=u(y+ {x}).
o % cU(P(N) @ L3(8)), (ZP)(a,{x}):=A({x},a)d(c,{x}).
o Vi € U(A(N) @ L2(8)), (Yer®) (e, {x}) =
= Ao, o+ {x})®(ar, {x}).
et encore WL =V UM L2(X) — £2(T) @ L2(8).

L'opérateur # < Op(A)(w or) 7L

a le noyau intégral suivant

8 (o {x)), (8, {v}) = )

A, B) (@ (o o {xb, B+ (DR (e B+ {x3,8)) K- = B)do({x} — {¥}).

Qa0+ {x}, 8+ {x}) 1| < Crela—4],

Q" (a, B+ {x}, ) — 1| < Crela—4l.
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Idées des démonstrations. Comportement local de la 'quasi’-fonction de Bloch magnétique.

La 'quasi’-fonction de Bloch magnétique au voisinage de 0.

Proposition D.

Pour tout b € (0, b) il existe ¢g > 0 et C > 0 t.q.
VO € Y et Ve € [0,60]:

X (0) — Xo(6)] < Ce.

Ca démontre les points (1)-(2) du Théoreme A.
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Idées des démonstrations. Comportement local de la 'quasi’-fonction de Bloch magnétique.

Démonstration de la Proposition D - 1.

Rappelons que: '
NE(O) = e (05, Op(0)05) . 0 = e
€
Alors: !
XE(0) — (05, 0P (ho)of) ) =
= % e 0> (g5, Dp°(5)0hha — (05, Op(ho) b)) =

yel

= Zre"'<9’”><fwo, Xibo)ze + O(e) = )~((0) + O (e)
ve

avec Z 1= HO(Y"Y2 1) 4 (Y2 - ) HO + (Y12 ) HO(Y~1/2 —1)
+Y T 2r O R e KoY V2 = 9 ([ d0 2(0)) 4
Y = nHOrt Rk HOm = 7t ([ do Y (9))
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Idées des démonstrations. Comportement local de la 'quasi’-fonction de Bloch magnétique.

Démonstration de la Proposition D - 2.

Mais mHOrt = 7! (fﬁ do R(@)) I

et pour tout 6 € ¥, on a que:

K(6) = 160(0)) (Go(0)] ( > A (8)[60(0))(Ba(0)]) (1= 10(6)) (0(0)]) = O.
Donc Y(0) = O(e), V0 € Ty et X(0) = O(e), V0 € p.

Finalement Y e /<%~ (¢¢ , Op(ho)dG),, — Ao() =

vyel
= > e 07> (4h, HOYg),, — Ao(8) + O(e) =

yel

2

= SO (30(6).6)) , | = 200) + ()=

neN 7w

= ﬁ(G), Vo € ¥p.
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Démonsiration du Théoreme B.
Analyse spectrale de Op™""(X¢) en d = 2 et B, lentement
variable.

@ On va approcher le spectre de Op"" (X€) par le spectre d'un
hamiltonien Landau défini a I'aide de la Hessienne de la fonction A-€
pres de son minimum absolu.

@ L’outil qu'on utilise pour le controle de I'ensemble resolvant est le
symbole d'un inverse approché pour Op” " (X-°).

© L'’analyse pseudodiffrentielle est basée sur le calcul avec des symboles
a variation spatiale lente.
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Idées des démonstrations. Démonstration du Théoreme B.

Symboles a variation lente.

Définition
Pour tout (m, p) € R x [0,1] et ¢g > 0, on dénote par S)’(=)® une famille
de symboles {F}.c[o,, Satisfaisant les propriétés suivantes:

Q@ F e Sl(=),Ve € [0,e;

(2] EIIlm Fe:=F%¢ S7(=) dans la topologie de S)"(=);

(s} V(a,B)GN2><N2 3C.5 > 0 t.q.
020 F©

sup ¢l
€€(0,¢e0]

< Caﬁ

[e.9]
La topologie de S)’(Z)® est définie par les semi-normes:

Fo o g (F*) = sup " S° 3 sup_ < &>~ (970 FF) (x,€)|

Clcoljajpip|=gl 0=

avec (p, q) € N2.

v
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Idées des démonstrations. Démonstration du Théoreme B.

Symboles a variation lente.

Definissons F(x, &) := F¢(e !x, )

Remarque
{FYecloe) € S7(Z) appartient a S)"(=)° si et seulement si on a que

F(x,€) = F*(ex,€)
pour un ensemble borné

{Fﬁ}ee[o,eo] C Sén(z)
t.q.

HJI\T)FG(O )= Fe SPE) () Coa(X)
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Idées des démonstrations. Démonstration du Théoreme B.

Symboles a variation lente.

Considerons B x(x) = €By + keB(ex).

Proposition
Sif*eSN(=)"etg®c SP(Z)°, alors {f€ ﬁBEv”ge}eelo’Eo] appartient a
Sy"P(Z)* uniformément par rapport 3 s € [0,1].

Proposition
Si f* € SJ'(=)° et si l'inverse (f)~ = () €S, ™(Z) existe pour tout
€ € [0, 0], alors { ()" }ecpo,e) €S, "(Z)°.
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Démonstration du Théoréme B.
€
Etude de X-°.

Proposition

Il existe € > 0, b € (0, b] et pour tout € € [0, g] il existe p¢ € BC®(T,)
uniformement par rapport a € € [0, o] t.q.
VO E X, X(0) = No(0) + ep°(0), p(0) — p°(0) = O(e).

@ |l suit que considerant A\, comme fonction I ,-periodique sur X*, pour
€ > 0 assez petit, elle va aussi avoir un minimum absolu non-dégénéré
0¢ € X* voisin a 0 € X*.

@ Jep > 0 t.q. pour tout € € [0, €], on peut choisir un systeme de
coordonnées sur un voisinage de 6 € X'* qui diagonalise la matrice
(positive définie) de la Hessienne a¢ de XA-°. On dénote par
0 < m{ < m5 ses valeurs propres.

@ On dénote par 0 < my < mo les deux valeurs propres de la matrice
Hessienne aj de Ag dans 0.
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€ __ . i 2 .
m; = mj + eu; + O(e”) pour j=1,2,

@ On se propose de comparer les parties inférieures des spectres de

OpeF(X€) et de Op“"(hme) ou:
hme(§) = mi&d + m5és,

defini un symbole elliptique de classe 512(5) qui est constant sur XC.

@ En ce qui concerne le spectre de Op“™(hpme) on le compare avec celui
du hamiltonien de Landau en champ magnétique constant Op“?(he)
et on obtient que:

Proposition

Pour tout compacte M dans R, ils existent ex >0, C > 0 et ki € (0,1],
t.q. pour tout (¢, k) € [0,ex] X [0, kK], le spectre de Op“"(hme) dans la
region eM est contenu dans des bandes de largeur Cke centrées sur les
niveaux de Landau {(2n+ 1) e m® By} pen -
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Localisation autour du minimum.
e Soit x € C5°(R) une fonction paire et t.q. 0 < x <1,

supp X C (—2,+2) et x(t) =1 pour t € [-1,+1].
o Pour § > 0 définissons gy/5(§) := X(hme(672E)), V& e X

o Soit 6° t.q. D(0,/2m;16%) C EO* ou on dénote par D(0, p) le disque

de rayon p > 0 centré en 0 € E, (I'intérieur de E,).

@ Pour tout ¢ € (0, do] on a que g1/5 € Cg°(E«). On peut le prolonger

par 0 et le considérer comme élément de Cg°(X™).
@ A chaque § € (0, dg] on associe 0° := \/my/2my & verifiant
81/6° = 81/5 81/6°-
Pour tout d € (0, Jp] on peut définir:
51/6(5) = Z gl/é(f -7),
yer*

la continuation I'.-periodique de g,5 a X*.
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Idées des démonstrations. Démonstration du Théoreme B.

Une localisation e-dépendente.

Hypothese:

e=0", avec p € (2,3).

Cette hypotheése implique le comportement suivant prés du minimum
suposé étre en 0 € E,:

X (€)g1/5(6) = g1/5(€) hme(§) + O(8%), avec §® < e J

En dehors du voisinage du minimum on va utiliser I'estimation suivante:
Proposition

Jdep > 0 t.q. pour (e, k,0) € [0, €] x [0,1] x (0,d0], IC'(¢,0) > 0 t.q.:

Op (X + (6°)2 &ryse) > (C'6% — C'(e,6)€) 1.
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Idées des démonstrations. Démonstration du Théoreme B.

Le symbole du 'quasi-inverse’.

e Soit p=2,5¢€(2,3) et un compacte K C C t.q.:
KcC \ {(2[7 + l)m Bo}ngN.

o lIs existent ex > 0 et ki € [0,1] t.q. pour tout
(e,k) € [0,ex] x [0, kK] et tout a € K, le nombre eca € C appartient
a I'ensemble résolvant de Op“™(hpme) .

o Soit rf(ea) € S72(2) t.q. (Op“(hme) —ea) - = Opo (ror(ea)).

Le 'quasi-inverse’
Pour a € K on définit la distribution de ./(X*) donnée par:

Z T (g1/s 177 rof(€a))+ (1 — Bay5) 1" rsen(ea), 6= e/r

v
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Idées des démonstrations. Démonstration du Théoreme B.

L'opérateur 'quasi-inverse'.

Proposition
@ Une fois choisis i et K comme plus haut, ile existent C > 0,
ko € (0,1] et eg > 0 t.q. pour (k,€,a) € [0, ko] X (0,€0] X K, le
symbole 7, (ea) définit un élément de S;%(Z) qui vérifie I'égalité:

()\E — ea) g (ea) = 1+ 5,

avec les estimations:

1op“" (A(ea))ll < Ce™h, [[Op"(vs0)l| < C .

@ Pour tout N > 0, ils existent C, €p et kg t.q. le spectre de Op“™(\,)
contenu dans [0, (2N + 2)mBye] est contenu dans des bandes centrées
autour des points (2n+ 1)mBpe, 0 < n < N, et ayant une largeur
plus petite que C (ex + €'/°). )
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Idées des démonstrations. Démonstration du Théoreme B.

Merci pour votre attention! |
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