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On étudie le comportement asymptotique des solutions positives d’équations elliptiques non
linéaires dans un domaine au voisinage de zéro. Plus précisément, nous déterminons la structure
de l’ensemble des solutions u ∈ C2(B1(0) \ {0}) de

−∆u =
u2∗(s)−1

|x|s
− µuq dans B1(0) \ {0}, (1)

où B1(0) est la boule de centre 0 et de rayon 1 dans Rn (n ≥ 3), q > 1, µ > 0 et s ∈ (0, 2). On dénote

par 2∗(s) := 2(n−s)
n−2 l’exponent critique pour l’opérateur de Hardy–Sobolev. Nous présentons une

classification complète des singularités de solutions positives de l’équation (1), révélant jusqu’à trois
types de comportements asymptotiques. Cette présentation est fondée sur les oeuvres de collabo-
ration [1, 2] avec Frédéric Robert (Université de Lorraine) et Jérôme Vétois (McGill University).
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Résumé. Dans cet exposé, nous nous intéressons aux valeurs propres du Laplacien sur diverses
classes de domaines de mesure donnée : domaines planaires simplement connexes à frontière lip-
schitzienne, domaines n-dimensionnels à frontière lisse, polygones planaires à n-côtés, solides de
Platon et surfaces fermées bidimensionnelles dans R3, topologiquement équivalentes à une sphère.
Dans chaque cas, nous considérons certaines quantités impliquant les valeurs propres de Dirich-
let, Neumann et Beltrami, pour lesquelles nous obtenons de nouvelles bornes. Nos investigations
utilisent des caractérisations variationnelles de valeurs propres, quelques propriétés des applications
conformes, des fonctions de Bessel et des domaines symétriques, des inégalités isopérimétriques
pour des moments d’inertie, respectivement une méthode de problèmes auxiliaires anisotropes.
Cet exposé est basée sur quelques résultats obtenus récemment avec G.A. Philippin (Canada).
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Nous présentons quelques résultats de rigidité pour les variétés riemanniennes complètes sou-
tenant les inégalités Sobolev du premier et second ordre. Nos résultats dépendent profondément
de la courbure de la variété riemannienne. La présentation est basée sur les travailles [1], [2] et [3].
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Române
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Nous considérons l’énergie Eε(u) =
∫

Ω
[(1/2)|∇u|2 + (1/ε2)W (u)]. Ici, W (u) := (1/4)(1− |u|2)2

est le potentiel standard de Ginzburg-Landau, Ω est un domaine lisse simplement connexe dans
le plan, et la donnée au bord est g : ∂Ω → S1. En général, les minimiseurs ne sont pas uniques.
Néanmoins, d’après un résultat de Ye et Zhou, ils le sont pour ε petit, si g est suffisamment lisses
et de degré topologique nul. Nous montrons que l’unicité reste encore vraie si g a la régularité
naturelle, à savoir g ∈ H1/2. Collaboration avec Alberto Farina.

Dans une autre direction, nous déterminons le comportement asymptotique des points critiques
de l’énergie dans un domaine Ω fortement étoilé, lorsque le potentiel standard est remplacé par
un potentiel qui s’annule le long d’une courbe de Jordan, sans aucune hypothèse de symétrie.
Collaboration avec Itäı Shafrir.
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Nous établissons des inégalités de Hardy sur une variété Finsler (M,F ). Nous prouvons que la
superharmonicité d’une fonction de poids fournit une condition suffisante pour obtenir des inégalités
de Hardy. Plus précisément, quand ρ est une fonction de poids non négative telle que −∆ρ ≥ 0
sur Ω ⊂M en sens faible, où ∆ est l’opérateur de Finsler-Laplace, on a l’inégalité de Hardy

1

4

∫
Ω

u2

ρ2
F ∗2(x,Dρ) dm(x) ≤

∫
Ω

F ∗2(x,Du) dm(x),∀u ∈ C∞0 (M).

En utilisant quelques généralisations de ce résultat, nous obtenons une inégalité de type Cacciop-
poli, une inégalité pondérée de Gagliardo–Nirenberg et un principe d’incertitude. Finalment, nous
prouvons les inégalités de Hardy sur les variétés Finsler de type Cartan–Hadamard, en choisissant
la fonction de poids comme la fonction de distance.
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Dans cet exposé on va montrer un résultat sur l’integrabilité Lp, p > 1, des derivées secondes des
solutions aux equations elliptiques non-variationnels quand on suppose que les derivées secondes
n’appartient qu’à L1

loc. L’hypotèse sur les coefficients de l’operateur elliptique est une condition
de continuité de type Dini. On montre aussi un contrexemple qui prouve que ce condition de
continuité de type Dini est presque optimal et un contrexemple relatif a la regularité BMO des
derivées secondes. Ces resultats sont analogues aux resultats dans [1, 4] pour solutions des equations
elliptiques variationnels.

Nous supposons que A(x) = (aij(x)) est une matrice à coefficients réeles symétriques telle que
il y à un nombre λ > 0 qui verifie

λ|ξ|2 ≤ A(x)ξ · ξ ≤ λ−1 |ξ|2 ,

pour tout ξ ∈ Rn, x ∈ Ω, où Ω ⊆ Rn est un ouvert borné.
On va considérer solutions des operateurs á coefficients continus de la forme

Lu = tr
(
AD2u

)
=

n∑
i,j=1

aij(x)∂iju. (2)

On rappelle le suivant resultat de regularité [3, Lemma 9.16]: Soient p, q telles que 1 < p < q <
∞ et soit f appartenant à Lq(Ω). Soit u appartenant W 2,p

loc (Ω) et verifie Lu = f dans Ω, alors

u ∈W 2,q
loc (Ω). (3)

Ce résultat classique ne considére pas les cas p = 1. Nous remarquons que (3) est vrai pourvu
que les coefficients sont seulement continus. Par contre, ce condition est très faible pour améliorer
l’integrabilit des derives secondes quand elles n’appartient qu’à L1

loc. Neanmoins, une condition
de type Dini est suffisant pour nôtre objectif. La condition de continuité de type Dini qu’on va
supposer sur la matrice de coefficients est la suivante:

|A(x)−A(y)| ≤ θ(|x− y|),

où θ : [0, 1]→ [0, 1] est une fonction monotone non-croissant qui verifie∫ 1

0

θ(t)

t
dt < +∞. (4)
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Considérons dans D = {(x, t); 0 < x < 1, 0 < t < T} le système différentiel du télégraphe
(voir, par exemple, [4]) {

Lut − vx +Ru = f1(x, t) ,

Cvt − ux +Gv = f2(x, t) .
(5)

En pratique 0 < L = inductance; 0 ≤ R = résistance; 0 < C = capacité par unité de longueur;
0 ≤ G = conductance; f1(x, t) = tension par unité de longueur imprimée le long de la ligne en
série avec elle; f2(x, t) = 0; u = u(t, x) = intensité du courant circulant dans la ligne; v = v(t, x) =
tension sur la ligne.

Nous associons à (5) certaines conditions aux limites, par exemple,

v(0, t) = ru(0, t), −u(1, t) = h(v(1, t)), 0 < t < T, (6)

et les conditions initiales

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), 0 < x < 1 . (7)

Ici h est une fonction continue non décroissante. Si h est linéaire, alors les deux équations dans (6)
expriment la loi d’Ohm. R, G et r pourraient être des fonctions non linéaires.

Pour l’existence et l’unicité de la solution (u, v) du problème (5), (6), (7) voir, par exemple, [5,
Chapitre III]. Suivant une idée de J. L. Lions, nous construisons des régularisations du problème
(5), (6), (7) en ajoutant les termes −εutt et −εvtt, ε > 0, aux équations de (5), plus quelques
conditions à t = T pour u et v (plus précisément, soit u(·, T ) = uT , v(·, T ) = vT ou ut(·, T ) =
0, vt(·, T ) = 0) pour obtenir des problèmes complets. Les solutions de ces nouveaux problèmes
sont plus régulières (par rapport à t) que (u, v), et pour ε assez petit elles approchent (u, v) (voir
[1] et [2]).

D’autre part, si l’inductance L intervient dans (5) est assez petit et R est une constante pos-
itive, alors (u, v) est proche de la solution (plus régulière) du problème parabolique obtenu en
remplaçant L = 0 dans (5) et en supprimant la condition u(x, 0) = u0(x), 0 < x < 1 (cf [3]) .
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Soient Ω ⊂ Rd un domaine borné de classe C2 et L = −∆ + v · ∇ sur Ω avec condition de
Dirichlet au bord, où v est un champ de vecteurs borné sur Ω. On considère la valeur propre
principale minimale λ1, et la fonction propre principale associée ϕ, sous la contrainte ‖v‖∞ ≤ τ et
on montre des propriétés asymptotiques de λ1 et ϕ quand τ → +∞. Il s’agit d’un travail commun
avec François Hamel et Luca Rossi.
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Nous fournissons une description assez complète des résultats obtenus dans les dernieres années
sur l’équation de diffusion non linéaire ut = ∇ · (um−1∇(−∆)−su), qui décrit le mouvement d’un
fluide à travers d’un milieu poreux entrané par une pression non locale. Nous considérons des
paramètres constants m > 1 et 0 < s < 1, nous supposons que les solutions sont non négatives, et
le problème se pose dans tout l’espace. Nous présentons une théorie de l’existence des solutions,
des résultats sur l’unicité et la relation avec d’autres modèles. De plus, nous prouvons de nouveaux
resultat comme l’existence des solutions auto-similaires pour N = 1 et m > 2, et le comportement
asymptotique des solutions lorsque N = 1. Les cas m = 1 et m = 2 étaient plutôt bien connus.
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