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1. Introduction

L’algèbre de Heisenberg est l’algèbre de Lie de dimension infinie la
plus simple ; c’est aussi celle qui apparait le plus souvent, aussi bien en
physique théorique qu’en mathématiques (en combinatoire, en théo-
rie des représentations et plus récemment en géométrie algébrique).
Sa théorie des représentations est remarquablement simple : elle ne
possède, à isomorphisme près, qu’une seule représentation (de plus
haut poids fixé, voir section 4) : l’espace de Fock. Cet espace, intro-
duit par V.A. Fock dans les années 30 pour mathématiser certaines
théories de la physique quantique admet quantité d’interprétations et
de constructions, parmi lesquels le modèle dit bosonique et le modèle
dit fermionique. L’isomorphisme entre les deux, la correspondance de
bosons-fermions est particulièrement important et peut être décrit ex-
plicitement de façon combinatoire en termes de polynômes symétriques.

L’algèbre de Virasoro est sans nulle doute la seconde algèbre de
Lie de dimension infinie la plus importante, juste derrière l’algèbre de
Heisenberg. Elle s’interprète comme l’algèbre de Lie des changement
infinitésimaux de coordonnées (en dimension 1 complexe), et est donc
naturellement présente dans tout modèle de physique théorique géo-
métrique, i.e. indépendant d’un choix particulier de coordonnées. C’est
un fait remarquable et profond que ces deux algèbres sont intimement
liées (et peuvent être combinées en une seule algèbre de Lie, dite de
Virasoro-Heisenberg) ; en particulier, l’algèbre de Virasoro opère natu-
rellement dans l’espace de Fock, via la construction de Sugawara.

Dans ces notes, nous introduisons l’algèbre de Heisenberg et construi-
sons en détails les espaces de Fock bosonique et fermionique. Nous énon-
çons la correspondance bosons-fermions, et terminons par un bref para-
graphe concernant l’algèbre de Virasoro, et son action sur ces mêmes
espaces de Fock.
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2. L’algèbre de Heisenberg et l’algèbre de Weyl

2.1. Définition. Soit k un corps (commutatif). Bien que la théorie
existe en toute caractéristique, nous supposerons pour simplifier que k
est de caractéristique zéro. Le lecteur ne perdra rien en supposant même
que k = C. Commençons par rappeler que le groupe de Heisenberg
Heis(R) (d’ordre trois) associé à une k-algèbre R est par définition le
groupe des matrices

Heis(R) :=


1 a b

0 1 c
0 0 1

 ; a, b, c ∈ R

 .

On peut également écrire la loi de groupe directement, en identifiant
Heis(R) à R3 :

(a, b, c) · (a′, b′, c′) = (a+ a′, b+ b′ + ac′, c+ c′)

On voit aisément que ce groupe est nilpotent : son centre est de rang 1 :

ZHeis(R) =


1 0 b

0 1 0
0 0 1

 ; b ∈ R


et le quotient de groupes Heis(R)/ZHeis(R) s’identifie au groupe addi-
tif R2 muni de la loi

(a, c) · (a′, c′) = (a+ a′, c+ c′)

qui est un groupe commutatif. Le groupe de Heisenberg est donc une
extension centrale de rang 1 d’un groupe additif de rang 2.

Un calcul immédiat fournit l’inverse de (a, b, c) :

(a, b, c)−1 = (−a,−b+ ac,−c)
Lorsque k = R = R ou k = R = C, on peut munir Heis(R) d’une struc-
ture de groupe de Lie (réel ou complexe), et ainsi considérer son algèbre
de Lie heis(R). En tant qu’espace vectoriel, heis(R) est isomorphe à R3

et pour calculer son crochet de Lie, on développe le commutateur dans
Heis(R) pour x = e+ ht = (ha, hb, hc) et y = e+ h′t′ = (h′a′, h′b′, h′c′)
au premier ordre en h et h′ :

xyx−1y−1 = (0, hh′(ac′ − a′c), 0) +O(h2) +O((h′)2).

Ainsi la structure d’algèbre de Lie sur R3 est la suivante :

(2.1) [(a, b, c), (a′, b′, c′)] = (0, ac′ − a′c, 0).

A l’instar de Heis(R), heis(R) est nilpotente et une extension centrale
de dimension 1 d’une algèbre de Lie abélienne de rang 2.
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2.2. Algèbre de Heisenberg et espaces vectoriels symplec-
tiques. Il est facile de généraliser le crochet de Lie (2.1) : soit (V, ω)
un espace vectoriel symplectique, i.e. V est un k-espace vectoriel et
ω : Λ2V → k est non-dégénérée. L’algèbre de Lie de Heisenberg
associée à (V, ω) est par définition

heis(V, ω) = V ⊕ kc, [v + ac, w + bc] = ω(v, w)c

où c est central. L’hypothèse de non-dégénérescence de ω assure que le
centre de heis(V, ω) est réduit à kc. Si l’on choisit une base symplectique
de {Pi, Qi}i de V , le crochet de Lie de heis(V, ω) s’écrit

(2.2) [Pi, Pj] = 0, [Qi, Qj] = 0, [Pi, Qj] = δi,jc.

C’est sous cette forme que l’algèbre de Heisenberg est tout d’abord
apparue, dans les travaux de Heisenberg (avec une valeur spécifique
de c), les variables Pi etQi dénotant respectivement les coordonnées des
vecteurs position et moment d’une particule de la mécanique quantique,
vus comme opérateurs dans un espace de Hilbert convenable.

2.3. Automorphismes. Intéressons nous à présent au groupe d’au-
tomorphismes de l’algèbre de Heisenberg heis(V, ω). Il est facile de
voir qu’un tel automorphisme γ ∈ GL(V ⊕ kc) préserve nécessaire-

ment le centre kc, i.e. est de la forme γ =

(
g 0
h µ

)
avec g ∈ GL(V ),

h ∈ Hom(V, kc), et µ ∈ k∗. Pour que l’équation [γ(x), γ(y)] = γ([x, y])
soit satisfaite pour tout x, y ∈ heis(V, ω), il faut et il suffit que

ω(g(v), g(w)) = µω(v, w), ∀ v, w ∈ V.
On en déduit le résultat suivant :

Lemme 2.1. Le groupe d’automorphismes de heis(V, ω) est isomorphe
au produit semi-direct GSp(ω) n V ∗, où GSp(ω) ⊂ GL(V ) est le sous-
groupe des automorphismes linéaires g : V → V tels qu’il existe µ ∈ k∗
pour lequel ω(g(v), g(w)) = µω(v, w) pour tout v, w ∈ V .

2.4. Versions graduées. Revenons à la présentation (2.2) de l’algèbre
de Heisenberg. Si l’on munit les générateurs Pi, resp. Qi, resp. l’élé-
ment central c des degrés 1, resp. −1, resp. 0, on voit que les relations
de commutation (2.2) sont préservées. Autrement dit, on peut munir
heis(V, ω) d’une structure d’algèbre de Lie Z-graduée. Notons que le
groupe d’automorphisme de heis(V, ω) préservant cette graduation est
bien plus petit, isomorphe à GL(V +), où V + =

⊕
i kPi. Autrement

dit, il n’y a pas de graduation canonique de Heis(V, ω), mais plutôt
une graduation associée à chaque sous-espace lagrangien V + de (V, ω).
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2.5. Algèbre enveloppante et algèbre de Weyl. A chaque algèbre
de Lie g est associée de manière canonique une algèbre associative U(g)
(l’algèbre enveloppante de g) qui possède la propriété universelle sui-
vante : il existe un morphisme i : g → U(g) d’algèbre de Lie tel que
pour toute représentation ρ : g→ End(U) de g il existe un unique mor-
phisme d’algèbres associatives ρ̃ : U(g)→ End(U) tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

U(g)
ρ̃

$$

g
ρ
//

i

OO

End(U)

Dit de façon moins précise, on peut dire que les représentations de g
en tant qu’algèbre de Lie sont les mêmes que les représentations de
U(g) en tant qu’algèbre associative. Nous passerons souvent dans ce
texte des représentations de g à celles de U(g). L’algèbre U(g) peut se
construire de façon explicite comme le quotient de l’algèbre tensorielle

T (g) = k ⊕ g⊕ g⊗2 ⊕ · · ·
par l’idéal bilatère engendré par les éléments

x⊗ y − y ⊗ x− [x, y], x, y ∈ g.

Dit là encore de manière quelque peu imprécise, U(g) est l’algèbre asso-
ciative engendrée par les éléments de g modulo les relations x·y−y ·x =
[x, y] pour x, y ∈ g. Par exemple, si g est une algèbre de Lie abélienne
alors U(g) ' Sg, l’algèbre symétrique de l’espace vectoriel g (i.e., les
fonctions polynomiales sur g∗) ; autrement dit, si x1, x2, . . . est une base
de g alors U(g) s’identifie à l’algèbre des polynômes k[x1, x2, . . .].

Qu’en est-il de l’algèbre de Heisenberg ? Soit (V, ω) un espace vecto-
riel symplectique de dimension finie, et fixons pour simplifier une base
symplectique {Pi, Qi}i=1,...n de V . L’algèbre enveloppante U(heis(V, ω))
est engendrée par des éléments Pi, Qi et c modulo les relations

PiPj = PjPi, QiQj = QjQi,

PiQi −QiPi = c, PiQj = QjPi ∀ i 6= j,

Pic = cPi, Qic = cQi.

La spécialisation c = 1 de cette algèbre est familière : il s’agit tout
simplement de l’algèbre des opérateurs différentiels polynomiaux en
une famille de variables x1, x2, . . . (l’algèbre de Weyl) ! Plus précisé-
ment, soit W un espace vectoriel de dimension n et soient {x1, . . . , xn}
une base de W ∗, de sorte que l’anneau des fonctions polynomiales
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sur W s’identifie à k[x1, . . . , xn]. L’algèbre DW des opérateurs diffé-
rentiels polynomiaux sur W est engendrée 1 par les opérateurs (notés
encore xi) de multiplication par les xi et par les opérateurs de dérivation
partielle ∂/∂xi. On vérifie que la correspondance

(2.3) Pi 7→ xi, Qi 7→ ∂/∂xi

s’étend en un isomorphisme

(2.4) U(heis(V, ω))|c=1
∼−→ DW .

La théorie des représentations des algèbres telles que DW est un sujet
extrêmement riche et actif (c’est le point de départ de la théorie des
D-modules algébriques, aussi importante en géométrie, en théorie des
équations différentielles algébriques, qu’en théorie des représentations).
Citons par exemple la fameuse

Conjecture 2.2 (Dixmier). Tout endomorphisme non trivial de l’al-
gèbre de Weyl DW (pour W un espace vectoriel de dimension finie) est
un automorphisme.

La conjecture de Dixmier est équivalente à la non moins fameuse
conjecture Jacobienne : toute application polynomiale f : W → W
dont le Jacobien Jf = det ((∂fi/∂xj)i,j) est inversible en tout point
(ce qui entraine en fait qu’il est constant non nul) possède un inverse
polynomial.

Proposition 2.3. L’algèbre de Weyl DW est simple, i.e. elle ne possède
pas d’idéaux bilatères non triviaux.

Démonstration. Commençons par établir quelques lemmes. Pour p =
(p1, . . . , pn) ∈ Nn on pose

xp = xp11 · · ·xpnn , ∂p = (∂/∂x1)
p1 · · · (∂/∂xn)pn .

Le degré d’un tel monôme est

deg(xp∂q) = |p| − |q|,
où |(r1, . . . , rn)| =

∑
i ri

Lemme 2.4. Les monômes xp∂q pour p, q ∈ Nn forment une k-base
de DW .

Démonstration. Les relations

(∂/∂xj)xi = xi(∂/∂xj) + δi,j

1. Rappelons que l’on a supposé le corps k de caractéristique nulle ; si car(k) = p,
il y a plusieurs notions possibles d’opérateurs différentiels.
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permettent de réordonner tous les monômes en les générateurs
xi, (∂/∂xi) de façon à ce que les ∂/∂xi soient à droite des xi ; ceci
montre que les monômes xp∂q engendrent linéairement DW . Pour
prouver que ces monômes sont linéairement indépendants, il suffit de
vérifier qu’ils le sont dans une représentation. Par construction, DW

opère sur l’espace des fonctions polynomiales SW ∗ = k[x1, x2, . . . , xn].
Soit

∑
p,q αpqx

p∂q = 0 une relation de dépendance linéaire. Choisis-
sons p0, q0 avec |q0| minimal et αp0,q0

non nul. Pour |q| > |q0| on
a

(xp∂q) · xq0 = δq,q0

∏
i

(q0,i)! x
p

ce qui implique que

0 =

(∑
p,q

αp,qx
p∂q

)
· xq0 =

∑
p

αp,q0

∏
i

(q0,i)!x
p.

Or le membre de droite ne peut être nul puisque le coefficient αp0,q0
est

non nul. Contradiction. �

Le lemme suivant résulte d’un calcul direct (et immédiat).

Lemme 2.5. Les relation suivantes sont vérifiées dans DW :

(∂/∂xi)x
p∂q − xp∂q(∂/∂xi) = pix

p−εi∂q,

xix
p∂q − xp∂q∂xi = −qixp∂q−εi ,

où {εi}i désigne la base canonique de Zn.

En d’autres termes, l’opération de faire le commutateur dans DW

avec l’élément (∂/∂xi) revient à dériver par rapport à la variable xi, et
faire le commutateur avec xi revient (au signe près) à dériver par rap-
port à la variable ∂/∂xi. Cette symétrie entre les {xi}i et les {∂/∂xi}i
est très naturelle ; il existe un automorphisme d’algèbre – appelé trans-
formée de Fourier dans ce contexte– tel que xi 7→ ∂/∂xi et ∂/∂xi 7→
−xi.

Terminons à présent la démonstration de la proposition. Soit I ⊆ DW

un idéal bilatère non nul. Soit u =
∑

p,q αpqx
p∂q un élément non nul

de I. Soit (p0, q0) tel que αp0,q0
6= 0 avec |q0| maximal. En formant |q0|

commutateurs successifs avec des éléments xi adéquats, on obtient un
élément non nul u′ =

∑
p βpx

p de I. Soit à présent p0 tel que βp0
6= 0

et |p0| maximal. En formant maintenant |p0| commutateurs successifs
avec des éléments ∂/∂xi adéquats, on obtient finalement une constante
non-nulle, ce qui implique que I = DW . �
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2.6. L’algèbre de Heisenberg graduée de dimension infinie.
Nous nous focaliserons dans ces notes sur les représentations d’une
algèbre de Heisenberg spécifique, qui apparait le plus souvent en phy-
sique théorique. On prendra également k = C pour fixer les choses. On
commence par introduire, de façon géométrique, un espace vectoriel
symplectique de dimension infini très naturel : Soit X = Cr {0} (que
l’on peut voir, si l’on veut, comme une variété algébrique affine 2) et
V = C[X] l’algèbre des fonctions polynomiales sur X. Un choix d’une
coordonnée locale z au voisinage de 0 nous permet d’identifier V à l’al-
gèbre des polynômes de Laurent C[z, z−1], mais il est très important de
garder à l’esprit qu’il n’y a pas, à priori, de choix canonique d’une telle
coordonnée locale 3. Munissons V de la structure symplectique définie
par la formule

ω(g, f) =

∮
fdg

où l’intégrale porte sur un contour entourant zéro. De façon plus algé-
brique, on a

∮
h(z)dz = h−1, où l’on a développé en série de Laurent

h(z) =
∑

i hiz
i. Notons que

∮
dh = 0 pour toute fonction h ∈ V (cela

peut, par exemple, se voir par la formule algébrique ci-dessus), ce qui
fait que

ω(f, g) + ω(g, f) =

∮
(fdg + gdf) =

∮
d(fg) = 0,

et ω est bien antisymétrique. Le lecteur attentif sera ici, à juste titre,
perplexe : cette forme n’est pas non dégénérée, les fonctions constantes
étant dans le noyau. On peut néanmoins étendre la définition de l’al-
gèbre de Heisenberg au cadre d’un espace vectoriel muni d’une forme
antisymétrique.

Définition. On notera h et on appellera simplement algèbre de Hei-
senberg l’algèbre de Heisenberg associée à C[X] et ω.

Le choix d’une coordonnée locale z et donc d’une base bi = zi, i ∈ Z
de C[X] permet d’identifier h avec l’algèbre de Lie engendrée par des
éléments bi, i ∈ Z et c modulo les relations suivantes :

(2.5) [bi, bj] = iδi,−jc, [c, bi] = 0 ∀i, j.

2. Le voisinage épointé d’un point lisse sur une courbe arbitraire ferait tout
autant l’affaire.

3. Cette liberté se traduira par l’apparition de symétries « cachées » engen-
drant une action d’une autre algèbre de Lie fondamentale – l’algèbre de Virasoro,
voir Section 8.
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On munit h d’une structure d’algèbre de Lie graduée en posant
deg(bi) = i, deg(c) = 0. Notons que le centre Z(h) de h est maintenant
de dimension deux, engendré par b0 et c.

Qu’en est-il de l’algèbre de Weyl dans ce cas ? Il est naturel de consi-
dérer l’algèbre DC∞ des opérateurs différentiels polynomiaux à une infi-
nité de variables x1, x2, . . ., et de décréter que xi est placé en degré i.
On a bien une identification d’algèbres U(h)|c=1,b0=1 ' DC∞ . Il existe
néanmoins une autre manière plus commode (bien qu’équivalente) de
voir DC∞ . Soient z1, z2, . . . une famille de variables, toutes de degré 1.
L’espace des polynômes symétriques en ces variables forme un anneau

S := C[z1, z2, . . . , ]
S∞

appelé anneau de Macdonald des fonctions symétriques. Un théorème
classique de Macdonald fournit un isomorphisme d’anneaux

S ' C[p1, p2, . . .]

où pk =
∑

i z
k
i sont les fonctions symétriques de Newton. Par exemple,

p1 = z1 + z2 + · · · , p2 = z21 + z22 + · · ·
Bien sûr, les éléments de S sont, à l’instar des pi, des sommes infi-
nies donc il faut définir ces notions avec soin, voir [M]. Les pi sont
par construction des « polynômes » de degré i, donc S est bien une
algèbre de polynôme en des générateurs de degrés respectifs 1, 2, 3, . . .
On peut ainsi voir DC∞ comme une algèbre d’opérateurs différentiels
sur l’anneau S, et écrire en particulier

DC∞ = C〈pk, ∂/∂pk | k ∈ N〉 / {[pj, ∂/∂pk] = δj,k}.
L’identification avec U(h)|c=1,b0=1 s’obtient en posant, pour k > 0,

bk = ∂/∂pk, b−k = kpk.

2.7. Une digression : algèbres de lacets et algèbres de Lie
affines. On a présenté l’algèbre de Heisenberg comme une extension
centrale de l’algèbre de Lie (abélienne) des fonctions polynomiales sur
C[X], où X = Cr{0}. On peut aussi voir C[X] comme l’algèbre de Lie
des fonctions de X vers gl(1), l’algèbre de Lie (abélienne) des matrices
1× 1 ( !). Ceci nous amène directement à considérer plus généralement
les algèbres de fonctions de X vers gl(n) pour n un entier quelconque,
voire même les algèbres de fonctions de X vers so(n), sp(2n) — ou
n’importe quelle autre algèbre de Lie g. Ces espaces de fonctions sont
naturellement équipés d’une structure d’algèbre de Lie, où l’on définit
le commutateur « point par point », i.e. via la formule

[f(z)a, g(z)b] = fg(z)[a, b], ∀ f(z), g(z) ∈ C[X], ∀ a, b ∈ g.
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On appelle cette algèbre de Lie l’algèbre de lacet de g. Encore une fois,
un choix de coordonnée locale z permet d’identifier celle-ci avec l’es-
pace des polynômes de Laurent en z à coefficients dans g, i.e. l’espace
vectoriel des sommes (finies) x =

∑
i uiz

i avec ui ∈ g. Cet espace est
noté le plus souvent g[z, z−1].

On peut alors se poser la question suivante : quelles sont les exten-
sions centrales possibles de g[z, z−1] ? Dans le cas d’une algèbre de Lie
de dimension finie simple (i.e. sans idéal propre) telle que sl(n), sp(2n),
so(n), la réponse est la même que pour l’algèbre de Heisenberg : il existe
une extension centrale (universelle) de dimension 1, définie comme suit :

ĝ = g[z, z−1]⊕ Cc

[f(z)a, g(z)b] = fg(z)[a, b] + (a, b)K

∮
fdgc, [c, f(z)a] = 0

où ( , )K est l’unique forme bilinéaire symétrique invariante nondégé-
nérée sur g. Par exemple, si g = sl(n) alors ŝl(n) = sl(n)[z, z−1]⊕ Cc,
muni du crochet de Lie

[azn, bzm] = [a, b]zn+m + nδn,−mtr(ab)c.

L’algèbre de Lie ĝ s’appelle l’algèbre de Lie affine de g. Elle joue un
rôle quelque peu similaire à l’algèbre de Heisenberg, notamment dans
la théorie des cordes ou en physique statistique.

Remarque. Plus généralement, on peut chercher à comprendre les
extensions centrales des algèbres de Lie de la forme g(A), où A
est une C-algèbre commutative quelconque (i.e. on remplace C[X]
par une C-algèbre commutative arbitraire). Lorsque g est simple,
la réponse à cette question est fournie par un célèbre théorème de
C.Kassel : les extensions centrales sont paramétrées par le quotient
K = Ω1

A/C/dA des 1-formes de Kähler de A (voir [H, p. 172]) par
l’espace des formes exactes (voir [K]). On laisse au lecteur le soin
de calculer, en guise d’exemple, l’extension universelle des algèbres
de lacets doubles g[z±1, w±1] (on obtient alors les algèbres de Lie
elliptiques).

3. Représentations de dimension finie

Maintenant que nous avons introduit les algèbres de Heisenberg, il
est temps de nous intéresser à leurs représentations. Commençons par
celles qui sont de dimension finie.
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3.1. Représentations de niveau. Une représentation ρ : h →
End(U) de h sera dite de niveau, ou de charge centrale, κ ∈ C si
ρ(c) = κ IdU . L’élément b0 est, lui, totalement indépendant des autres
(i.e. on peut lui assigner n’importe quelle valeur sans changer la repré-
sentation) et il est donc inintéressant du point de vue de la théorie des
représentations.

Rappelons qu’une représentation (U, ρ) d’une algèbre de Lie g est dite
simple ou irréductible s’il n’existe pas de sous-représentations propre
{0} ( U ′ ( U . Dans la même veine, un vecteur v d’une représentation
(U, ρ) est dit cyclique si U est linéairement engendré par les éléments
{v, ρ(g1)·v, ρ(g2)ρ(g1)·v, . . . ; g1, g2, . . . ∈ g}. Autrement dit, il n’existe
pas de sous-espace vectoriel propre U ′ de U contenant v et préservé par
l’action de g. Il est équivalent de dire que l’application canonique

ρ̄ : U(g)→ U, u 7→ ρ̃(u) · v
est surjective. Il est immédiat qu’une représentation est irréductible si
et seulement si tout vecteur non-nul v ∈ U est cyclique.

Proposition 3.1. Soit g une algèbre de Lie et (U, ρ) une représentation
simple de g de dimension finie. Alors le centre Z(g) de g opère via un
caractère, i.e. il existe une application linéaire χ : Z(g) → C tel que
ρ(z) = χ(z) IdU pour tout z ∈ Z(g).

Démonstration. Soit z ∈ Z(g). Comme U est complexe, de dimension
finie, ρ(u) admet une valeur propre λ ∈ C. Notons Uλ l’espace propre
associé. On a, pour v ∈ Uλ

ρ(z)ρ(g) · v = ρ(g)ρ(z) · v + ρ([z, g]) · v
= ρ(g)ρ(z) · v
= λρ(g) · v

(3.1)

On en déduit que Uλ est stable par g, i.e. est une sous-représentation
de U . Comme U est simple, on a donc U = Uλ, et donc ρ(z) = λ IdU .
La proposition en découle. �

Corollaire 3.2. Toute représentation de dimension finie simple de h
est de niveau χ pour un certain χ ∈ C.

Notons que la proposition ci-dessus est fausse sans l’hypothèse
dim(U) < ∞, et que la simple hypothèse que U possède un vecteur
cyclique ne suffit pas. La même démonstration montre plus géné-
ralement qu’une représentation simple d’une algèbre de Lie g, dans
laquelle un élément non trivial du centre possède un vecteur propre,
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admet un caractère central. On peut voir cette proposition comme un
avatar du classique lemme de Schur en théorie des groupes.

A partir d’une représentation (U, ρ) de h et d’un automorphisme σ ∈
Aut(h) on peut fabriquer une nouvelle représentation (U, ρ ◦ σ), notée
parfois plus simplement Uσ. Bien sûr, les caractéristiques principales
de U (par ex. l’irréductibilité, . . . ) restent inchangées ; on dit que Uσ

est la σ-conjuguée (ou σ-tordue) de U . Pour tout µ 6= 0, il est facile
de construire des automorphismes σ de h tels que σ(c) = µ(c). On voit
ainsi qu’il n’y a, à conjugaison près, que deux cas à considérer pour
des représentations de niveau : le cas χ = 0 et le cas χ = 1. Noter
qu’une représentation de niveau 1 n’est autre qu’une représentation de
l’algèbre de Weyl DC∞ , voir Section 2.6.

Proposition 3.3. Toute représentation simple de h de dimension finie
est de niveau 0 et de dimension un.

Démonstration. D’après le corollaire 3.2, U est de niveau, disons χ.
Quitte à conjuguer, on peut supposer que χ = 0 ou χ = 1. Supposons
par l’absurde que χ = 1. Dans ce cas, U est une représentation de
dimension finie de DC∞ . En particulier, on dispose du morphisme

ρ : DC∞ → End(U), u 7→ ρ̃(u).

Ce morphisme est non nul car ρ(1) = IdU . Comme dim(DC∞) = ∞ et
dim(End(U)) <∞, le noyau I de ρ est un idéal non-nul (donc propre)
de DC∞ , ce qui est contradiction avec la proposition 2.3. Ainsi χ = 0.
Mais alors la proposition 3.1 implique que l’algèbre de Lie abélienne
h/Cc opère sur U par un caractère. Comme U est supposée irréductible,
ce ci implique que U est de dimenaion un. �

Remarques. (i) Rien n’interdit de s’intéresser aux représentations de
dimension finie non-simples. Une telle représentation U possède tou-
jours une filtration U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ U dont les facteurs successifs sont
de dimension un. D’un point de vue matriciel, cela veut dire que les
matrices ρ(a), a ∈ h sont toutes simultanément trigonalisables. Classi-
fier les representations de niveau 0 et de dimension finie revient ainsi à
l’étude de l’ensemble des uplets (infinis) de matrices commutantes deux
à deux, à conjugaison globale près ; cet ensemble est une variété algé-
brique singulière, la variété commutante très intéressante d’un point de
vue géométrique, et qui est toujours un sujet de recherches actif.

(ii) Il existe un argument très simple pour prouver qu’une représen-
tation de h de niveau et de dimension finie est forcément de niveau 0.
En effet, h contient une sous-algèbre Cx⊕Cy⊕Cc avec [x, y] = c (par
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exemple, x = b1, y = b−1). En prenant la trace dans la représentation U
il vient

0 = Tr([ρ(x), ρ(y)]) = Tr(c) = χ dim(U)

d’où χ = 0.
(iii) Un argument similaire à celui de la proposition 3.3 montre que

toute représentation simple de dimension finie d’une algèbre de Lie af-
fine ĝ est de niveau 0 (i.e. se factorise par le quotient ĝ → g[z, z−1]).
Les travaux de Chari [C] fournissent une élégante classification de ces
représentations simples en termes de produits tensoriels de représenta-
tions de l’algèbre de Lie g et de paramètres spectraux.

3.2. Représentations graduées de dimension finie. Nous avons
insisté, à la section 2.6 sur le caractère gradué de h. Une représenta-
tion (U, ρ) de h est elle-même graduée si elle est munie d’une gradua-
tion U =

⊕
i∈Z U [i] compatible avec la graduation de h, i.e. telle que

ρ(bi)(U [j]) ⊆ U [j − i] pour tout i, j. La classification des représen-
tations graduées de dimension finie de h est remarquablement simple
(et évidente au vu des résultats du paragraphe précédent) :

Corollaire 3.4. Une représentation simple de dimension finie graduée
(U, ρ) de h est de dimension un et se factorise par le quotient h→ Cb0,
i.e. on a ρ(bi) = ρ(c) = 0 pour tout i 6= 0.

4. Représentations de dimension infinie et
de représentations de plus haut poids

Passons maintenant aux représentations graduées de dimension in-
finie. Sans aucune hypothèse supplémentaire, la classification semble
ardue. Nous présentons ici une première représentation de dimension
infinie et de niveau 0 (la représentation vectorielle), puis nous nous
concentrons sur une classe particulière de représentations, celles dites
de plus haut poids et énonçons le théorème fondamental de classifica-
tion de ces représentations de plus haut poids. C’est là qu’apparait
l’espace de Fock.

4.1. Représentation vectorielle de niveau 0. Reprenons la défini-
tion géométrique de l’algèbre de Heisenberg, comme extension centrale
de C[X], où X = Cr {0}. Il est clair que C[X] opère sur lui-même par
multiplication, donc C[X] est une représentation de h de niveau 0 de
façon tautologique ! Si l’on choisit une coordonnée locale z, cette action
s’écrit simplement

ρ : C[X]→ End(C[X]), bi = z−i 7→
(
za 7→ za−i

)
.

On note V cette représentation (de niveau 0) de h.
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Les algèbres affines ĝl(n) possèdent elles aussi une représentation
fondamentale de niveau 0, définie de la façon suivante : gl(n) opérant
sur Cn, on peut étendre les scalaires à C[z, z−1] et définir une action
de gl(n)[z, z−1] sur V = Cn[z, z−1] simplement en posant

ρ : gl(n)[z, z−1]→ End(V ), uz−i 7→
(
vza 7→ u(v)za−i

)
.

On obtient ainsi la représentation vectorielle de ĝl(n). On peut penser
au cas de l’algèbre de Heisenberg comme une version de cette repré-
sentation pour n = 1. Des constructions similaires existent pour les
algèbres de Lie ŝo(n), ŝp(2n), etc.

4.2. Représentations de plus haut poids. La représentation fonda-
mentale est une représentation libre, en ce sens que tous les éléments bi
opèrent librement (i.e. de façon injective) dans V . A l’inverse, nous ap-
pellerons représentation de plus haut poids une représentation (U, ρ)
engendrée par un vecteur v vérifiant les conditions suivantes :

(4.1) ρ(c) · v = χv, ρ(b0) · v = λv, ρ(bi) · v = 0 ∀ i > 0.

Un tel vecteur v est appelé vecteur de plus haut poids, de plus haut
poids (χ, λ) ∈ C2. Nous supposerons également que U est graduée,
i.e. que U =

⊕
n60 U [n] et que cette graduation est compatible avec

celle de h, i.e.

deg(h · u) = deg(h) + deg(u), ∀u ∈ U, h ∈ h.

Comme on peut toujours décaler le degré d’un entier, nous pourrons
toujours faire l’hypothèse que deg(v) = 0, i.e. que v ∈ U [0].

Notons φ(q) la fonction (série) d’Euler définie formellement par

φ(q) =
∞∏
i=1

1

1− qi
=
∞∑
n=1

p(n)qn

où p(n) désigne le nombre de partitions de l’entier n. Le théorème
fondamental de la théorie des représentations de plus haut poids de
l’algèbre de Heisenberg s’énonce ainsi :

Théorème 4.1. Pour tout (χ, λ) ∈ C2, il existe une unique représen-
tation irréductible Lχ,λ de plus haut poids (χ, λ) de h. De plus, on a

dim(Lχ,λ) = 1, si χ = 0∑
n

dim(Lχ,λ[n])qn = φ(q) si χ 6= 0.



14 OLIVIER SCHIFFMANN

Démonstration. Nous allons montrer l’existence et l’unicité de ces re-
présentations de plus haut poids en même temps, en construisant ex-
plicitement Lχ,λ. Pour cela, considérons le problème universel suivant :
étant donné (χ, λ), existe-t-il une « plus grande » représentation de plus
haut poids (χ, λ) i.e. existe-t-il une représentation Mχ,λ de plus haut
poids (χ, λ), engendrée par un vecteur de plus haut poids v, vérifiant
la condition suivante : pour toute représentation U de plus haut poids
(χ, λ), de vecteur de plus haut poids u, il existe un (unique) morphisme
de h-modules p : Mχ,λ → U tel que p(v) = u ? Notons que comme U est
engendré par u, un tel morphisme p est nécéssairement surjectif, et U
est ainsi un quotient de Mλ,χ.

Nous allons maintenant construire cette représentationMχ,λ de h, de
deux manières différentes. La première est purement formelle et utilise
la notion de produit tensoriel ; la deuxième est bien plus explicite, mais
elle peut paraître « tombée du ciel » 4. Notons

b+ =
⊕
i>0

Cbi ⊕ Cc, h− =
⊕
i<0

Cbi

de sorte que h = h− ⊕ b+. Noter que b+, h− sont des algèbres de Lie
abéliennes. Par exactement le même raisonnement que dans la démons-
tration du lemme 2.4, on peut montrer que U(h) = U(h−) ⊗ U(b+)
(isomorphisme d’espace vectoriel). En particulier, U(b+) est une sous-
algèbre (commutative) de U(h). Soit à présent fχ,λ : U(b+) → C le
caractère (i.e morphisme d’algèbres) défini par

fχ,λ(bi) = 0 ∀i > 0, fχλ(b0) = λ, fχ,λ(c) = χ

et Cχ,λ = Cvχ,λ la représentation de b+ (de manière équivalente, de
U(b+)) de dimension un telle que h · vχ,λ = fχ,λ(h)vχ,λ, i.e.
bi · vχ,λ = 0, ∀i > 0, b0 · vχ,λ = λvχ,λ, c · vχ,λ = χvχ,λ.

Afin d’obtenir une représentation de h tout entier, nous utilisons le pro-
cédé d’induction suivant (analogue pour les algèbre de Lie du procédé
d’induction de la théorie des groupes finis, par exemple)

Mχ,λ := Indh
b+ Cχ,λ := U(h)⊗U(b+) Cχ,λ.

On a ainsi un h-module (qui opère par multiplication à gauche). Notons
que comme U(h) = U(h−)⊗ U(b+), le morphisme

ψ : U(h−)→Mχ,λ, u 7→ u · vχ,λ
est un isomorphisme d’espace vectoriel. Il s’en suit en particulier que
Mχ,λ est engendré par vχ,λ et est donc bien une représentation de plus
haut poids (χ, λ). Montrons à présent la propriété universelle de Mχ,λ.

4. ... à travers les nuages :)
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Soit U une autre représentation de plus haut poids (χ, λ) et u son
vecteur de plus haut poids. Comme U est de plus haut poids, u est un
vecteur cyclique, et on a un morphisme surjectif

φ : U(h)→ U, h 7→ h · u.
Par définition de vecteur de plus haut poids, l’idéal à droite Ker(φ)
contient Ker(fχ,λ). Mais comme Ker(ψ) est précisément (essentielle-
ment par définition) engendré par Ker(fχ,λ), il existe une unique fac-
torisation de φ

U(h)
ψ
// Mχ,λ

p
// U

et donc un unique morphisme de h-modules p : Mχ,λ → U , qui envoie
vχ,λ vers u.

Donnons une description explicite de Mχ,λ qui n’utilise pas la notion
de produit tensoriel. Pour cela, introduisons l’espace vectoriel M̃ de
base les symboles

{b−i1b−i2 · · · b−ilv ; i1, . . . , il > 1, l > 0}
et notonsM son quotient par les sous-espace vectoriel engendré par les
éléments

b−i1 · · · b−ilv − b−j1 · · · b−jlv
pour tout uplets (i1, . . . , il), (j1, . . . , jl) égaux à permutation près. Nous
noterons toujours b−i1 · · · b−ilv les images des vecteurs de base dans le
quotient M . Définissons une structure de h-module sur M de la façon
suivante :

(4.2) c · b−i1 · · · b−ilv = χb−i1 · · · b−ilv,

(4.3) b0 · b−i1 · · · b−ilv = λb−i1 · · · b−ilv,

(4.4) b−i · b−i1 · · · b−ilv = b−ib−i1 · · · b−ilv, ∀ i > 0

et

(4.5) bi · b−i1 · · · b−ilv = iχ
∑
k,ik=i

b−i1 · · · b̂−ik · · · b−ilv

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que l’on obtient ainsi bien
une représentation de h de plus haut poids. Les relations (4.2–4.4)
sont claires. Pour comprendre d’où sort (4.5), il suffit de voir que dans
n’importe quelle représentation d’une algèbre de Lie on a

x · y1 · · · · · · yl · v
= [x, y1]·y2 · · ··ylv+y1 ·[x, y2] · · · yl ·v+· · ·+y1 · · · [x, yl]·v+y1 · · · ylx·v.
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A présent que l’on dispose de la représentation « universelle » Mχ,λ

(on dit module de Verma) reprenons la démonstration du théorème.
Toute représentation de plus haut poids (χ, λ) étant un quotient de
Mχ,λ, il suffit d’étudier les sous-modules de Mχ,λ. Notons que Mχ,λ est
naturellement muni d’une graduation Mχ,λ =

⊕
n60Mχ,λ[n] où

deg(b−i1 · · · b−ilvχ,λ) = −
∑
k

ik.

On aMχ,λ[0] = Cvχ,λ (le terme ’vecteur de plus haut poids’ vient préci-
sément de ce fait que vχ,λ est l’élément de degré (« poids ») maximal).
Pour que le quotient par un sous-module I soit encore muni d’une
graduation compatible, il est nécéssaire que I soit lui-même homogène,
i.e. que

I =
⊕
n

(I ∩Mχ,λ[n]) .

En particulier, un sous-module propre I est toujours inclus dans⊕
n>0Mχ,λ[n]. Mais alors la somme de tous les sous-modules propres

vérifie la même hypothèse, et en particulier est également propre. Ceci
prouve qu’il n’existe qu’un seul sous-module propre maximal, et donc
une unique représentation irréductible de plus haut poids (χ, λ) !

Pour décrire explicitement cette représentation irréductible, distin-
guons les cas :

i) χ = 0. Il est facile de voir (via par exemple (4.5)) que les élé-
ments bi opèrent trivialement sur Mχ,λ pour i > 0. On en déduit que⊕

n>0Mχ,λ[n] est la sous-représentation maximale, et donc L0,λ est de
dimension un (cette représentation est déjà apparue à la section précé-
dente).

ii) χ 6= 0. Dans ce cas, nous allons montrer qu’il n’y a pas de sous-
représentation propre de Mχ,λ, i.e. que Mχ,λ = Lχ,λ. Pour cela, il suffit
clairement de montrer que
(4.6) vχ,λ ∈ U(h) · v
pour tout v ∈ Mχ,λ, car par construction vχ,λ est un vecteur cyclique.
Soit donc v ∈Mχ,λ et écrivons v = v0 + v1 + · · ·+ vn avec vl ∈Mχ,λ[l],
puis

vl =
∑

i1,i2,...,im

α(i1, i2, . . . , im)b−i1b−i2 · · · b−imvχ,λ

où la somme porte sur les uplets (i1, . . . , im) avec
∑
ik = n. Il existe

bien sûr un uplet (i1, . . . , im) tel que α(i1, . . . , im) 6= 0. Un rapide calcul
à l’aide de (4.5) montre alors que

bi1 · · · bim · b−i1 · · · b−imvχ,λ = Ci1,...,imvχ,λ
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pour une constante non-nulle Ci1,...,im que l’on peut explicitement cal-
culer

Ci1,...,im = χm
∏
k

ik
∏
l

(#{k | ik = l})!

(en effet, chaque bik « annule » un b−ik – avec une multiplicité si on a des
coincidences entre les ik). Le même calcul combiné avec un argument
de degré montre que

bi1 · · · bim · b−j1 · · · b−jpvχ,λ = 0

si {j1, . . . , jp} 6= {i1, . . . , im} et
∑
jl 6

∑
ik. Ceci entraine que

bi1 · · · bimv = α(i1, . . . , im)Ci1,...,imvχ,λ

d’où l’on déduit (4.6). On a montré que Mχ,λ = Lχ,λ. Enfin, la formule
pour le caractère gradué de Mχ,λ résulte de l’observation suivante : les
éléments

b−i1 · · · b−imvχ,λ, i1 > i2 > · · · ,
∑
k

ik = n

forment une base de Mχ,λ[n]. �

Corollaire 4.2. Soit (χ, λ) ∈ C2 avec χ 6= 0. Il n’existe à isomorphisme
près (lui-même unique à un scalaire près) qu’une seule représentation
de h de plus haut poids (χ, λ).

Démonstration. En effet, une telle représentation est forcément un quo-
tient (non nul) de Mχ,λ, qui est lui-même irréductible. �

Remarque : l’argument donné ci-dessus pour prouver l’existence et
l’unicité des représentations irréductibles de plus haut poids est très
général et classique ; il s’applique aux algèbres de Lie semi-simples
(comme sln, so(n), etc.) mais aussi aux algèbres affines ŝl(n), ŝo(n),
etc.) ou plus généralement à toute algèbre de Lie g possédant une dé-
composition g = g− ⊕ g+ avec g+ avec g+ « résoluble » (par exemple,
abélienne)).

5. Espaces de Fock bosonique et fermionique

Le théorème de classification des représentations de plus haut poids
de h est un remarquable résultat de rigidité. Il nous dit en particu-
lier que pour χ 6= 0, il existe entre deux représentations de plus haut
poids (χ, λ) un isomorphisme canonique qui soit compatible avec la
structure de h-module. Nous allons illustrer ce principe en construisant
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deux modèles à priori très différents de mécanique quantique : le mo-
dèle bosonique – basé d’un point de vue mathématique sur des variables
commutatives, i.e. sur des produits symétriques, et le modèle fermio-
nique – basé sur des variables anticommutatives, i.e. sur des produits
alternés. Ces deux modèles possèdent chacun une action de l’algèbre
de Heisenberg, pour laquelle ils sont de (même) plus haut poids. La
théorie générale fournit donc une unique manière d’identifier ces deux
modèles !

5.1. L’espace de Fock bosonique. Commençons par la version ’com-
mutative’. Dans ce modèle, un état quantique est décrit par une confi-
guration d’électrons qui peuvent occuper des états d’énergie positifs, et
être à plusieurs dans le même état. On modélise ceci algébriquement
par une algèbre de polynômes en une infinité de variables C[x1, x2, . . .],
en associant à l’état avec n1 électrons au niveau 1, n2 électrons au ni-
veau 2, etc. le monôme (fini) xn1

1 x
n2
2 · · · , où deg(xi) = i. Là encore,

il est conceptuellement plus satisfaisant de remplacer C[x1, x2, . . .] par
S = C[p1, p2, . . .] (même si cette transformation xi 7→ pi est purement
cosmétique). Sur ce modèle, on a l’action d’opérateurs de « création »
d’électrons de niveau i (i.e. de multiplication par pi), et d’opérateurs
« d’annihilation » d’électrons de niveau i (i.e. de dérivation par rap-
port à pi). On reconnait précisément la représentation tautologique
de h (ou plutôt de l’algèbre de Weyl DC∞ sur S de la section 2.6 !

Proposition 5.1. Les formules suivantes munissent S d’une structure
de h-module de plus haut poids (1, 0) :

bi 7→ i
∂

∂pi
, b−i = pi, ∀ i > 0,

b0 7→ 0, c 7→ 1.

Le vecteur de plus haut poids est le polynôme constant 1 ∈ S[0].

Le h-module S est appelé l’espace de Fock bosonique. Encore une
fois, en tant qu’espace vectoriel, ce n’est rien d’autre que l’algèbre de
Macdonald des polynômes symétriques.

5.2. L’espace de Fock fermionique. Dans ce modèle, il y a deux
types de particules : les électrons et les positrons qui ont des charges
opposées : un électron a une charge négative, un positron une charge
positive. De plus, ces particules satisfont au principe d’exclusion de
Pauli, qui empêchent deux particules d’être au même niveau d’éner-
gie (positif ou négatif). Une manière de modéliser ceci est d’imaginer
qu’une particule à l’état « vide » a tous ses niveaux d’énergie négative
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0,−1,−2, . . . occupés, et qu’un état avec une énergie positive est ob-
tenu en « excitant » un (ou plusieurs) des particules de niveau négatif
en les faisant passer en un niveau positif (ce qui laissera un « trou » en
niveau d’énergie négatif). D’un point de vue mathématique, cela nous
amène à considérer l’espace vectoriel

V =
⊕
i∈Z

Cvi

qui modélise les états d’énergie possible des particules (vi correspondant
à l’état i – noter la présence de niveaux négatifs), puis un produit
alterné « infini »

Λ∞V =
⊕

i0>i1>···

Cvi0 ∧ vi1 ∧ · · ·

dont le vecteur modélisant l’état vide est

|0〉 = v0 ∧ v−1 ∧ v−2 ∧ · · ·
Qu’est-ce-que cela peut bien vouloir dire ? Bien qu’il soit possible de
donner un sens précis à un tel produit alterné infini, notons que notre
modèle ne contient que des états dans lequels seul un nombre fini de
particules de niveau négatif ont été excités. Ainsi nous ne devons consi-
dérer que les combinaisons linéaires finies de vecteurs

vi0 ∧ vi1 ∧ · · ·
pour lesquel ik = −k pour k � 0. Il est clair que l’addition de tels
vecteurs est encore de la même forme, et peut s’effectuer sur un nombre
fini de composantes du produit alterné. Nous noterons Λ∞0 V cet espace
vectoriel. Le degré (niveau d’énergie) d’un vecteur de Λ∞0 V est donné
par la formule suivante (fixant le niveau du vecteur vide à zéro) :

deg(vi0 ∧ vi1 ∧ · · · ) =
∑
k>0

(k + ik).

Maintenant que l’espace vectoriel des états quantiques est bien défini,
intéressons-nous à l’action des opérateurs de création et d’annihilation.
Pour cela, commençons par décrire une action de ces opérateurs sur une
unique particule, i.e. sur l’espace vectoriel V . Bien sûr, les opérateurs
de création vont exciter une particule, i.e. la faire passer à un niveau
d’énergie supérieur alors que les opérateurs d’annihilation vont la faire
passer à un niveau inférieur.

Lemme 5.2. Les formules suivantes munissent l’espace vectoriel V
d’une structure de h-module :

bi : vk 7→ vk−i, ∀ i 6= 0, b0 7→ 0, c 7→ 0.
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Démonstration. En effet, on reconnait la représentation vectorielle de h
(voir section 4.1) après le changement de variables vi 7→ z−i. �

En particulier, V est une représentation de niveau 0, qui n’est pas
de plus haut poids. Considérons à présent l’action induite de h sur le
produit alterné Λ∞0 V . On est tenté décrire simplement, comme pour
un produit alterné fini de représentations

(5.1) g · vi0 ∧ vi1 ∧ · · · = (g · vi0) ∧ vi1 ∧ · · ·+ vi0 ∧ (g · vi1) ∧ · · ·+ · · ·

mais il faut s’assurer que a) ceci a bien encore un sens ! et b) ceci définit
une action de h. Pour cela, vérifions que pour n’importe quel bi, i ∈ Z
et n’importe quel vecteur vi0 ∧ vi1 ∧ · · · ∈ Λ∞0 V le terme de droite de
(5.1) est fini, c’est-à-dire que pour l� 0 on a

vi0 ∧ vi1 ∧ · · · ∧ vil−1
∧ (g · vil) ∧ vil+1

∧ · · · = 0.

Vu que b0 opère par 0, nous pouvons supposer que i 6= 0. Comme
ik = −k pour k � 0, on a, pour l� 0, il = −l et il+i = −l − i d’où

(g · vil) ∧ vil+i
= (g · v−l) ∧ v−l−i = v−l−i ∧ v−l−i = 0

ce qui prouve bien la finitude du terme de droite de (5.1). Maintenant,
comment définir l’action de c ? Une première idée est de prendre
c 7→ 0 mais à y regarder de plus près, on a une infinité de termes
qui contribuent (certes, chacun pour 0 !) ; le plus sûr est de calcu-
ler directement les commutateurs [bi, bj] –cela permettra de traiter le
point b) en même temps. Soit donc v = vi0∧vi1 · · · ∈ Λ∞0 , i, j ∈ Zr{0}.

Supposons d’abord que i+ j 6= 0. Lorsque l’on opère par bibj ou bjbi
sur v il peut y avoir les deux cas de figure suivants :

i) deux niveaux d’énergie précédemment innocupés sont à présent
occupés (et inversement, deux niveaux précédement occupés sont à
présent vides). Dans cette situation, il n’y a pas le choix, on peut dé-
terminer précisément quelles particules ont été changées de niveau et
l’ordre d’excitation de ces particules n’importe pas. Donc les coefficients
matriciels (des signes ±1) correspondants de bibj et bjbi sont égaux ;

ii) un seul niveau d’énergie précédemment innocupé est à présent
occupé (et inversement, un niveaux précédement occupé est à présent
vide). Notons k − i− j le niveau nouvellement occupé (de sorte que le
niveau à présent vide est k). Dans cette situation, il y a encore plusieurs
sous-cas à considérer, suivant que les niveaux k−i et k−j sont vides ou
occupés. Supposons par exemple que k− i est vide mais k− j occupé ;
alors on peut d’abord exciter la particule au niveau k vers le niveau
k − j, puis la particule au niveau k − i vers le niveau k − i − j, mais
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on peut également permuter l’ordre des excitations. Il s’ensuit 5 que,
comme au i), les coefficients matriciaux de bibj et bjbi sont égaux. Bien
sûr le cas où k − j est occupé et k − i vide se traite de la même façon.
Dans le cas où k− i et k− j sont vides, on peut exciter la particule de
niveau k vers le niveau k − i, puis vers le niveau k − i− j, mais aussi
d’abord vers le niveau k − j puis vers le niveau k − i − j. Là encore,
on trouve que les coefficients matriciaux sont identiques. Enfin, il est
facile de voir que le cas où les deux niveaux k− i et k− j sont occupés
est impossible (d’où viendrait alors la particule de niveau k − i− j ?).

On a donc bien montré la relation bibj = bjbi si i + j 6= 0. Passons
maintenant au cas où i+ j = 0. Dans cette situation, il y a encore deux
cas possibles.

i) deux niveaux d’énergie précédemment innocupés sont à présent
occupés (et inversement, deux niveaux précédement occupés sont à
présent vides). C’est la même chose que dans le cas i) ci-dessus ; les
particules qui ont été excités sont uniquement déterminées.

ii) l’état quantique final est identique à l’état initial ; on est donc
dans la situation d’un coefficient matriciel diagonal : on a fait passer
une particule d’un état k à l’état k − i, puis fait revenir à l’état k, ou
inversement, on a fait passer une particule de l’état k à l’état k + i et
ensuite fait revenir à l’état k. En supposant pour fixer les choses que
i > 0, le coefficient diagonal de l’action du commutateur [bi, b−i] sur v
est ainsi donné par la formule suivante :

#{k | ik + i /∈ {ij}} −#{k | ik − i /∈ {ij}}.
Or ce nombre n’est à priori pas nul ! Nous affirmons même que ce
nombre vaut i, quelque soit v. Il y a plusieurs manières de voir ceci, en
voici une : en se restreignant à chaque classe de résidu modulo i, on est
ramené au problème suivant : étant donné un sous-ensemble F de Z
qui contient un intervalle [−∞, n] et dont le complémentaire contient
un intervalle [m,∞], calculer la quantité

(5.2) #{k ∈ F | k + 1 6∈ F} −#{k ∈ F | k − 1 6∈ F}.
Le lecteur se convaincra facilement qu’une telle quantité vaut tou-
jours 1 : il suffit de le vérifier pour un intervalle F = [−∞, N ], puis
de voir que (5.2) ne varie pas lorsqu’on ôte un entier à F . On a ainsi
montré que [bi, b−i] = i en tant qu’opérateurs sur Λ∞0 V .

Résumons : h opère bien sur Λ∞0 V , mais c’est une action de ni-
veau 1. Noter le fait remarquable qu’on a construit une représentation
de niveau un comme un produit alterné infini de représentations de
niveau 0 !

5. attention aux signes
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Proposition 5.3. En tant que h-module, Λ∞0 V est irréductible, de plus
haut poids (1, 0). Le vecteur de plus haut poids est le vecteur de l’état
vide |0〉.
Démonstration. Tout d’abord, vérifions que |0〉 est bien un vecteur de
plus haut poids (1, 0). Il est évident par la définition de b0 que b0|0〉 = 0.
On vérifie immédiatement que pour tout i > 0, bi|0〉 = 0 car

bi · v0 ∧ v−1 ∧ · · · = v−i ∧ v−1 ∧ · · ·+ v0 ∧ v−1−i ∧ v−2 ∧ · · ·+ · · ·
et tous les termes s’annulent car v−i−l+1 apparait deux fois dans le
produit alterné dans le lème terme. Par la théorie générale, il existe
donc un (unique) morphisme injectif

p : M1,0 → Λ∞0 V.

Nous allons montrer que p est un isomorphisme en comparant les di-
mensions graduées de M1,0 et Λ∞0 V , et plus précisement en montrant
que dim(Λ∞0 V [n]) = p(n) pour tout n > 0. Pour cela, raisonnons
comme suit : le degré d’un vecteur vi0 ∧ vi1 ∧ · · · est égal au ’de-
gré d’excitation total’ des particules qui ont été déplacées, et vaut
n :=

∑
k(ik + k). En posant λk = ik + k on obtient une partition

λ(v) := (λ0 > λ1 > · · · ) de l’entier n. Il est clair que v 7→ λ(v) définit
une bijection entre les vecteurs de base de Λ∞0 V et l’ensemble des par-
titions. En particulier, on a bien dim(Λ∞0 V [n]) = p(n) pour tout n > 0,
comme voulu. �

La représentation Λ∞0 V s’appelle l’espace de Fock fermionique
(de charge 0).

5.3. La correspondance bosons-fermions. Nous avons obtenu, au
deux paragraphes précédents deux constructions explicites de M1,0, de
nature très différentes. Par la théorie générale, nous savons qu’il existe
un unique isomorphisme de h-modules entre les deux espaces de Fock :

Ψ : Λ∞0 V
∼−→ S, Ψ(|0〉) = 1.

Autrement dit, nous pouvons associer à tout état quantique du modèle
fermionique (impliquant des particules de niveaux d’énergie négatives
et positives) un état – ou plutôt une superposition (i.e. une combi-
naison linéaire) d’états quantiques du modèle bosonique (impliquant
seulement des particules à niveau d’énergie positve). La question qui
se pose à présent est la suivante : comment calculer cette correspondance
« bosons-fermions » explicitement ? La réponse, forcément combina-
toire, fait intervenir la famille de polynômes symétriques la plus connue
et importante, la famille des polynômes de Schur, dont nous donnons
brièvement une définition ici et renvoyons à [M] pour plus de détails.
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Les polynômes de Schur élémentaires sont définis par la fonction
génératrice suivante :∑

k

Sk(x1, x2, . . .)w
k =

∏
l>1

1

1− xiw
.

Par exemple,

S1(x1, x2, . . .) =
∑
i

xi = p1(x1, x2, . . .)

et

S2(x1, x2, . . .) = x21 +x22 + · · ·+x1x2 + · · · = 1

2
p2(x1, . . .)+

1

2
p1(x1, . . .)

2.

A chaque partition λ = (λ1 > λ2 > · · · ) on associe un polynôme de
Schur Sλ(x1, . . .) par la formule suivante :

Sλ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Sλ1 Sλ1+1 Sλ1+2 · · ·
Sλ2−1 Sλ2 Sλ2+1 · · ·
Sλ3−2 Sλ3−1 Sλ3 · · ·
· · · · · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
où on prend un déterminant k× k si λ est de longueur k. Par exemple,

S(12)(x1, . . .) = x1x2 + · · ·

est le polynôme symétrique élémentaire (il en va de même pour (1d),
mais les autres cas sont plus complexes). L’importance des polynômes
Sλ(x1, . . . , ) vient du fait qu’ils fournissent les caractères des représen-
tations irréductibles complexes de dimension finie des groupes GL(n)
et des groupes symétriques Sk.

Rappelons que l’on a défini, dans la démonstration de la Proposi-
tion 5.3, une bijection v 7→ λ(v) entre les vecteurs de base de Λ∞0 V et
l’ensemble des partitions.

Théorème 5.4. Pour tout vecteur de base v, on a Ψ(v) = Sλ(v)(x1, . . .).

Nous renvoyons le lecteur au magnifique petit livre de Kac et Raina
[KR, Lecture 6] pour la démonstration de ce théorème –qui se résume
essentiellement à un calcul direct.

Remarque. Il existe une extension de tout ceci aux algèbres affines
(et mêmes à leurs déformations quantiques) associées aux algèbres de
Lie sl(n) ; nous renvoyons par exemple encore au livre Kac-Raina [KR]
ainsi qu’à l’article [VV].
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6. Algèbre de Virasoro et construction de Sugawara

Nous terminons ces notes par quelques remarques, cette section se
voulant plus un pointeur vers les développements naturels de la théorie
exposée dans les paragraphes précédents qu’autre chose.

Le lecteur pourra revenir sur les sections 2–5 et se poser la question
suivante : en quoi les constructions faites dépendent-elles du choix d’une
coordonnée locale z pour étudier l’algèbre de Heisenberg (et ainsi four-
nir une base explicite) ? La réponse est claire : les constructions précises
des espaces de Fock (et leur identification avec les espaces symétriques
ou anti-symétriques) dépendent de ce choix, mais par contre, la no-
tion de représentation de plus haut poids n’en dépend pas ! En effet, la
sous-algèbre b+ de h n’est rien d’autre que la sous-algèbre des fonctions
qui se prolongent en 0 (i.e. n’ont pas de pôle en 0), et la sous-algèbre
h+ :=

⊕
i>0 bi s’identifie à la sous-algèbre de b+ des fonctions qui s’an-

nulent en 0. On en déduit en particulier que les modules irréductibles
Lχ,λ sont ’indépendants’ d’un tel choix de coordonnée locale. Pour don-
ner un sens précis à un tel énoncé on peut considérer le groupe Aut+ des
’automorphismes algébriques locaux de C préservant 0’, i.e. le groupe
des changements formels de bases

z 7→
∑
i>1

aiz
i, ai ∈ C, a1 6= 0.

Ce groupe d’automorphisme opère naturellement sur h (par automor-
phismes d’algèbre de Lie) en préservant b+. On en déduit que pour
n’importe quel σ ∈ Aut+, Lσχ,λ est encore de plus haut poids, et donc
il existe un (essentiellement unique) isomorphisme pσ : Lσχ,λ ' Lχ,λ.

Il y a mieux ! Par différentiation, on déduit une action de l’algèbre
de Lie Lie(Aut+) sur Lχ,λ. Cette action se prolonge en une action de
l’algèbre de Lie des champs de vecteurs polynomiaux sur X = Cr {0}
– mais avec une charge centrale non nulle, i.e., seulement après une
extension centrale de dimension 1. Cette extension centrale n’est autre
que l’algèbre de Lie de Virasoro, dont voici une présentation par géné-
rateurs et relations : Vir est engendrée par des éléments Li, i ∈ Z et
un centre c satisfaisant à

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + δn,−m
n3 − n

12
c.

Les opérateurs Ln correspondent au champs de vecteur −zn+1 ∂
∂z

sur X,
et l’extension centrale est universelle (i.e. il n’y a pas de choix dans la
formule étrange (n3 − n)/12 ( !)).
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La théorie des représentations de l’algèbre Vir est extrêment intéres-
sante. Outre les représentations de plus haut poids (ou celles de plus
bas poids)– dont la structure est bien plus subtile que pour l’algèbre de
Heisenberg, il existe aussi une famille de représentations de niveau 0,
quelque peu analogue aux représentations vectorielles de la section 4.1.
Pour plus détails sur ces représentations, nous renvoyons (encore et
toujours !) à [KR].

Une dernière remarque : l’action de Vir dans l’espace de Fock M1,0

est très bien comprise : on peut exprimer l’action des opérateurs Li en
terme des opérateurs de Heisenberg, c’est la construction de Sugawara,
voir [KR, Lecture 3] ; on a

Lk =
δk≡0 mod 2

2
b2k/2 +

∑
j>k/2

b−jbj+k.
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