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Introduction

Peut-on engendrer automatiquement toutes les phrases (et seule-

ment elles) qui sont syntaxiquement correctes dans une langue
naturelle donnée 7

Exemple : Le chien fume intuitivement une chemise rocailleuse.

[cf. Chomsky et Schiitzenberger 1963]



Par ailleurs, que peut-on dire des suites suivantes

* 011010011001 ...

x le pliage régulier de papier

x |la suite des mouvements pour résoudre le probleme de |la tour
de Hanol avec une infinité de disques

etc.



Grammaires formelles

Une grammaire —au sens courant— peut étre vue comme un
ensemble de regles permettant de définir des phrases admissibles

a partir d'un dictionnaire donné.



Grammaires formelles

Une grammaire —au sens courant— peut étre vue comme un
ensemble de regles permettant de définir des phrases admissibles
a partir d'un dictionnaire donné.

Modifions un peu cette phrase en remplacant phrases par mots
et dictionnaire par alphabet. Ce qui donne :



Grammaires formelles

Une grammaire (formelle) est un ensemble de régles permettant
de définir des mots admissibles a partir d'un alphabet donné.



Grammaires formelles

Une grammaire est un ensemble de regles permettant de définir
des mots admissibles a partir d'un alphabet donné.

Un alphabet est un ensemble fini quelconque, un mot est une
suite finie de symboles appartenant a I'alphabet.



Un alphabet est un ensemble fini quelconque, un mot une suite
finie de symboles appartenant a |'alphabet. Il est représenté
comme une concaténation de ces symboles (aussi appelés lettres).
Le mot vide est le mot sans aucun symbole noté (.

Enfin on appelle langage tout ensemble de mots.



Un alphabet est un ensemble fini quelconque, un mot une suite
finie de symboles appartenant a |'alphabet. Il est représenté
comme une concaténation de ces symboles (aussi appelés lettres).
Le mot vide est le mot sans aucun symbole noté 0.

Enfin on appelle langage tout ensemble de mots.

Exemples
Alphabet : {a,b,c,..., 2z} ; mots bonjour, aabbbbujuv...
Alphabet : {0,1,...,9}; mots 32188, 17, 4...

Alphabet : {0,3,a,Z,—}; mots 3Z — aaaa0, ZZ0a3...



Définition : Une grammaire (formelle) est la donnée
x d'un alphabet de symboles dits terminaux,

« d'un alphabet de symboles dits non-terminaux, dont ['un des
éléments est appelé axiome et noté S

x* d'un ensemble de regles de production, qui associent a un
symbole non-terminal une suite finie de symboles terminaux et
non-terminaux.



Définition : Une grammaire (formelle) est la donnée
x d'un alphabet de symboles dits terminaux,

x d'un alphabet de symboles dits non-terminaux, dont ['un des
éléments est appelé axiome et noté S

x* d'un ensemble de regles de production, qui associent a un
symbole non-terminal une suite de symboles terminaux et non-
terminaux.

Par exemple, si les symboles non-terminaux sont {S, A, ...} et les
symboles terminaux {a,b,...}, une régle de production est A —
ABa.



Fonctionnement et exemple

LLes mots engendrés par une grammaire formelle sont ceux qui ne
contiennent que des symboles terminaux et qui sont obtenus en
partant de S (I'axiome), et en appliquant un nombre quelconque
de regles de production. Leur ensemble est appelé langage en-
gendré par cette grammaire.



Fonctionnement et exemple

LLes mots engendrés par une grammaire formelle sont ceux qui ne
contiennent que des symboles terminaux et qui sont obtenus en
partant de S (I'axiome), et en appliquant un nombre quelconque
de regles de production. Leur ensemble est appelé langage en-
gendré par cette grammaire.

Prenons comme ensemble de symboles non-terminaux le single-
ton {S} (I'axiome), pour symboles terminaux {a,b}, et comme
regles de production les deux regles de production suivantes :
S — aSbh, S — (.

Que peut-on obtenir?



Prenons comme ensemble de symboles non-terminaux le single-
ton {S} (I'axiome), pour symboles terminaux {a,b}, et comme
regles de production les deux regles de production suivantes :
S — aSb, S — 0.

Que peut-on obtenir?

S — aSb — aldb = ab

S — aSb — aaSbb — aadbb = aabb

autrement dit exactement les mots a"™b"™, pour n > 0.



En imposant aux grammaire des propriétés supplémentaires, on
définit différentes classes de langages (hiérarchie de Chomsky).

Par exemple les langages rationnels sont ceux qui peuvent &tre
engendrés par une grammaire formelle linéaire a droite, c'est-a-
dire dont les regles sont toutes de |la forme

X —>3aY, X waou X —0

ou X, Y sont des symboles non-terminaux et a un symbole ter-
minal.



Exemple de langage rationnel

Considérons la grammaire linéaire a droite définie par

S — 0S8
S— 1B
B — 0B
B — 15
S —

exemple : S —-0S - 01B — 010B — 0100B — 01001S — 01001



Exemple de langage rationnel

Considérons la grammaire linéaire a droite définie par

S — 0S8
S— 1B
B — 0B
B — 15
S —

exemple : S —-0S - 01B — 010B — 0100B — 01001S — 01001

Les lecteurs constateront (démontreront) que les mots engendrés
par cette grammaire correspondent exactement aux représentations
binaires des entiers qui ont un nombre pair de 1 dans cette
représentation (on admet des zéros de téte).



Une suite (an)p>0 a valeurs dans un ensemble fini F' est dite k-
automatique si pour tout y dans F' I'ensemble des représentations
en base k des entiers n pour lesquels an, = y est un langage

rationnel sur I'alphabet {0,1,....k — 1}
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automatique si pour tout y dans F' I'ensemble des représentations
en base k des entiers n pour lesquels an, = y est un langage
rationnel sur I'alphabet {0,1,....k — 1}

Pourquoi k-automatique?



Une suite (an)p>0 a valeurs dans un ensemble fini F' est dite k-
automatique si pour tout y dans F' I'ensemble des représentations
en base k des entiers n pour lesquels an, = y est un langage
rationnel sur I'alphabet {0,1,....k — 1}

Pourquoi k-automatique?

Y a-t-il une caractérisation « plus parlante >.



Prenons k = 2. Pour toute suite (vn),>0 On peut jouer au jeu
suivant : on découpe la suite en deux sous-suites, celle correspon-
dant aux indices pairs et celle correspondant aux indices impairs.

(Un)nZO
Ve N\

(v2p)n>0 (Von4+1)n>0



Prenons k = 2. Pour toute suite (vn),>0 On peut jouer au jeu
suivant : on découpe la suite en deux sous-suites, celle correspon-
dant aux indices pairs et celle correspondant aux indices impairs.

(Un)nZO
v ¢
(von)n>0 (V2p41)n>0

s N\ ' hY

(Van)n>0 (Van4-2)n>0 (V4n4+1)n>0 (Van4+3)n>0



Prenons k = 2. Pour toute suite (vn),>0 On peut jouer au jeu
suivant : on découpe la suite en deux sous-suites, celle correspon-
dant aux indices pairs et celle correspondant aux indices impairs.

(Un)n>0
v N\
(v2n)n>0 (v2n+1)n>0
v N\ Ve N\
(v4n)n>0 (V4n+2)n>0 (V4n+1)n>0 (van+3)n>0

(U8n)n20 (U8n—|—4)n20 ('U8n—|—2)n20 (U8n—|—6)n20 (U8n—|—1)n20 (U8n—|—5)n20 (U8n—|—3)n20 (U8n—|—7)n20



L'ensemble de sous-suites ainsi obtenu est appelé le 2-noyau de
la suite (vn)p>0-

Ko((vn)p>0) = {(voap4p, >0, B€[0,2% — 1]}



L'ensemble de sous-suites ainsi obtenu est appelé le 2-noyau de
la suite (vn)p>0-

Ko((vn)p>0) = {(voap4p, >0, B€[0,2% — 1]}

Théoreme : une suite est 2-automatique si et seulement si son
2-noyau est un ensemble fini.



L'ensemble de sous-suites ainsi obtenu est appelé le 2-noyau de
la suite (vn)p>0-

Ko((vn)p>0) = {(voap4p, >0, B€[0,2% — 1]}

Théoreme : une suite est 2-automatique si et seulement si son
2-noyau est un ensemble fini.

Idem avec k-automatique et k-noyau.



Exemple : la suite de (Prouhet-)Thue-Morse

0110100110010110...



Exemple : la suite de (Prouhet-)Thue-Morse

0110100110010110...

Le n-ieme terme de cette suite est la parité du nombre de 1 dans
la représentation binaire de |I'entier n.



Exemple : la suite de (Prouhet-)Thue-Morse

0110100110010110...

Le n-ieme terme de cette suite est la parité du nombre de 1 dans
la représentation binaire de |I'entier n.

La suite de Prouhet-Thue-Morse est 2-automatique.



Exemple : la suite de (Prouhet-)Thue-Morse

0110100110010110...

Le n-ieme terme de cette suite est la parité du nombre de 1 dans
la représentation binaire de |I'entier n.

La suite de Prouhet-Thue-Morse est 2-automatique.

LLa suite de pliage régulier de papier, la suite de Hanol sont des
suites 2-automatiques



Propriétés 7

Ubiquité des suites automatiques et tout particulierement de la
suite de Thue-Morse, théoreme de Christol, etc...



Applications 7



Pour les suites automatiques ou des généralisations : combina-
toire des mots, théorie des nombres (en particulier transcen-
dance), analyse harmonique, physique, chimie (cristallographie),
biologie (ADN etc.), ethnomathématique, voire musique.



Pavages et quasi-cristaux
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Fragment d’'un pavement céramique
moderne.
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FIG. 2. Selected-area electron diffraction patterns taken from a single grain of the icosahedral phase. Rotations match
those in Fig. 1.



En 2011 D. Shechtman obtient le Prix Nobel

de chimie
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