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Vers des schémas a mailles décalées sur maillages généraux

Des schémas numériques pour la simulation de I'explosion
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CONTEXTE

Maillages structurés : Maillages non-structurés :
Schéma MAC Crouzeix-Raviart / Rannacher-Turek

Quadrilatéres et hexaedres réguliers  Triangles et tétraédres / Quadrilatéres et
hexaedres généraux
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CONTEXTE

Maillages structurés : Maillages non-structurés : Maillages non-structurés généraux :

Schéma MAC Crouzeix-Raviart / Rannacher-Turek

Quadrilatéres et hexaédres réguliers  Triangles et tétraédres / Quadrilatéres et Prismes et pyramides

hexaedres généraux
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OPERATEURS

Ot(p) + div(pu) =0, Bilan de masse
Ot(pup) + div(puju)—pAu; 4+ Oip = fi, 1 < i < d, Bilan de quantité de mouvement
Opérateur de convection : méthodes "volumes finis"
Opérateur de diffusion : méthode éléments finis

Méthode de bas degrés, discrétisation a mailles décalées

‘ASNR DEVELOPPEMENT DE METHODES DE RESOLUTION INNOVANTES POUR LES SIMULATIONS CFD EN SORETE NUCLEAIRE 10 JuiN 2025



Mailles décalées et notations
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MAILLES DECALEES : NOTATIONS

@ AsNR

Maillage primal
K,L :mailles primales

o : face primale

Maillage dual
Dy, :demi-maille duale
D, : maille duale

€ : face duale
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MAILLES DECALEES : INCONNUES

@ AsNR

_/
D

Maillage primal
Inconnue(s) scalaire(s) :

PK;s PK> -+ -

Maillage dual

Inconnues de vitesse :

Us = (ua,‘l [ 7uo,d)
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Opérateur de convection

@ AsNR
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UN OPERATEUR DE CONVECTION...

C(p, uj) = dr(pui) + div(puir) = C(p,u)1" =

ot

l(p

n+1
Do
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UN OPERATEUR DE CONVECTION...

1 ( n+1 un+1

Clp, uj) = Or(pui) + div(pujr) = C(p, )"“:(St Dy

Rappel :

Dy |

/ div(puju)dx
Do

= b U5+ [ divloun; |
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UN OPERATEUR DE CONVECTION...

. 1
C(p, uj) = dr(pui) + div(puir) = C(p,u)1" = 5t(p
Rappel :
div(puju)dx = /pu No uidvy(x)
D, | /Da ' |Dg\ 66; i

n+1 n+1
D, Yo

= b U5+ [ divloun; |
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UN OPERATEUR DE CONVECTION...

]
Clp. ) = drlpuy) + div(pui) = Clp,u)}7 = = (o7
Rappel :
]
div(puyju)dx = /pu Ne cuidvy(x) =~
Do | /o ’ |Dg\ eegz ’ Do

= b U5+ [ divloun; |
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UN OPERATEUR DE CONVECTION...

. 1
Clo.u) = r(pui) + divipuit)  —  Clo, )3 = 5 (o un! — B, ) + | div(puiu); |

Rappel :
1 : .
/ div(puju)dx = Z /pu Ny cUidy(x) ~ > </pu»nmd~,(x)> U
Ds| Jo, |D"‘ ec&(D || c€€(Dy) V€
Méthode "volumes finis" :
flux de masse dual
div(pu,-u):; - Z o,€

‘ 0| ec€(Dy) v
"interpolation” de la
vitesse a l'interface
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...CONSTRUIT PAR UNE METHODE VOLUMES FINIS "ALGEBRIQUE"

Une construction algébrique... :

u’ ;- upwind, centré, MUSCL-like algébrique : pas de construction de pentes (difficile sur mailles générales) !
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...CONSTRUIT PAR UNE METHODE VOLUMES FINIS "ALGEBRIQUE"

Une construction algébrique... :

u’ ;- upwind, centré, MUSCL-like algébrique : pas de construction de pentes (difficile sur mailles générales) !

«F _: combinaison linéaire des flux primaux du bilan de masse, ne dépend que du type de maille !

‘ASNR DEVELOPPEMENT DE METHODES DE RESOLUTION INNOVANTES POUR LES SIMULATIONS CFD EN SURETE NUCLEAIRE 10 JuIN 2025



...CONSTRUIT PAR UNE METHODE VOLUMES FINIS "ALGEBRIQUE"

Une construction algébrique... :

u’ ;- upwind, centré, MUSCL-like algébrique : pas de construction de pentes (difficile sur mailles générales) !

«F _: combinaison linéaire des flux primaux du bilan de masse, ne dépend que du type de maille !

... adaptée aux maillages généraux
*Garanties théoriques : bilan d’énergie cinétique, consistance a la Lax-Wendroff
Facilité d'implémentation : peu différent du cas structuré/non structuré sur tétraedres et hexaedres

*Résultats numériques concluants
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CHoc A MACH= 10 SUR UNE COLONNE

up = (07070)t
WF]: th‘:14 .
pr=1

E ) E

(825 0,0)!
w, = -8
pL—1165

Figure: Domaine Q
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CHoc A MACH= 10 SUR UNE COLONNE

Figure: Maillage grossier 2D

zzzzzzzzzz
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CHOC SUR UNE COLONNE : MASSE VOLUMIQUE A t = 0.026

Figure: De gauche a droite : pied de la colonne, sommet de la colonne, sommet du domain. Maillage pyramidal (en haut) et prismatique (en bas)
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Opérateur de diffusion

@ AsNR
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OPERATEUR DE DIFFUSION

1

—u(Au — —u(AuU), i
H(Au) B, ool

3 /MVuM:wa,”dx.
Kem 'K
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OPERATEUR DE DIFFUSION

1
Do |

—u(Au) — —u(Au), > /K}LVUM - vedx.

KeM

d . )
Espace discret: up = > > U,',a@g) avec 4,9((,') les fonctions de forme de X = (XM)d ou:
o€ i=1

Xpm={uePx VKeM, m(,(u|K) = m(,(u|L) Vo = K|L € Eint},

avec P1(K) C Px C Pa(K) et m, : moyenne sur la face o. AANon-conforme !
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OPERATEUR DE DIFFUSION

1

—u(Au — —u(Au),
H(Au) B, ool

3 /MVUM:VLpg)dX.
Kem 'K

d v .
Espace discret: uy = > > U,',g@g) avec !/
cefi=1

les fonctions de forme de X = (Xaq)9 0 :

Xpm={uePx VKeM, m(,(u|K) = m(,(u|L) Vo = K|L € Eint},
avec P1(K) C Px C Pa(K) et m, : moyenne sur la face o. AANon-conforme !

Exemples : Crouzeix-Raviart (simplexes) et Rannacher-Turek (quadrilatéres, hexaédres).
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OPERATEUR DE DIFFUSION

1

—u(Au — —u(Au),
n(Au) (Ao, Dol

3 /MVUM:VLpg)dX.
Kem 'K

d . )
Espace discret: up = > > U,',g@g) avec 4,9((,') les fonctions de forme de X = (XM)d ou:
o€ i=1

Xpm={uePx VKeM, m(,(u|K) = m(,(u|L) Vo = K|L € Eint},
avec P1(K) C Px C Pa(K) et m, : moyenne sur la face o. AANon-conforme !
Exemples : Crouzeix-Raviart (simplexes) et Rannacher-Turek (quadrilatéres, hexaédres).

Mailles générales : Construction ? Analyse d’erreur ?
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ANALYSE D’ERREUR

Erreur globale < erreur de consistance + erreur d’interpolation
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ANALYSE D’ERREUR

Erreur globale < erreur de consistance + erreur d’interpolation

Erreur de consistance :

f/Au¢dx:/Vu~V¢dxf
K K

>

oce&(K)

¢VU - ng dy(X),
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ANALYSE D’ERREUR

Erreur globale < erreur de consistance + erreur d’interpolation
Erreur de consistance :

—/KAuqbdx:/KVde)dx— > /¢VU'HK,ad’Y(X):

occE(K)7

Theorem (Erreur de consistance)

Soient v € Xpq etu € H3(Q). Si [ [vns]dy(x) = 0 pour tout o € € (faces planes); on a :

Z Z /VVU Nk,o0(X) < Csigeh [Ul 20y V] a1 5

KeMoe&(K

ot Cgjge € Ry ne dépend que de la régularité du maillage.
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ANALYSE D’ERREUR

Erreur globale < erreur de consistance + erreur d’interpolation
Erreur de consistance :

—/KAuqbdx:/KVde)dx— > /Utbvu'nk,od’Y(X):

oce&(K)

Theorem (Erreur de consistance)

Soient v € Xpq etu € H3(Q). Si [ [vns]dy(x) = 0 pour tout o € € (faces planes); on a :

S /vVu M0 61(X) < Coigah Ul gy Vs
KeMoe&(K

ot Cgjge € Ry ne dépend que de la régularité du maillage.

Probléme ouvert: faces non planes ? Terme correctif de type DG ? Inf-sup ?
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ANALYSE D’ERREUR

Erreur d’interpolation :

Theorem (Erreur d’interpolation locale)

Pour u € H?(Q), pour K € M, siP{(K) C Py alors

llu = Null 2y + hlu =Nl ey < CH* Ul g, ) »

ou C € Ry ne dépend que de la régularité du maillage.
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ANALYSE D’ERREUR

Erreur d’interpolation :

Theorem (Erreur d’interpolation locale)

Pour u € H3(Q), pour K € M, siP{(K) C Pk alors
llu = Null 240y + AU =N 4y < ch Ul g,y »

ou C € Ry ne dépend que de la régularité du maillage.

Conséquence : P{(K) C Pk est nécessaire pour avoir une convergence optimale.
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CONSTRUCTION LOCALE DES ESPACES DISCRETS

K

/

10 JuIN 2025



CONSTRUCTION LOCALE DES ESPACES DISCRETS

)

K | T
1 ! /_\ ’
1 |
1 |
1 I
| A
i . 5
I
I e K
v
P5 y 0o =850 T
polynomiale non polynomiale

*EF paramétriques : & codt informatique faible, X erreur d’interpolation majorée par Ch(h + «)
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CONSTRUCTION LOCALE DES ESPACES DISCRETS

‘L _ = =

|

|

|

|
e

Fo
polynomiale

*EF paramétriques : & codt informatique faible, X erreur d’interpolation majorée par Ch(h + «)

EF non-paramétriques : X co(t informatique plus important, @ erreur d'interpolation majorée par Ch?
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CONSTRUCTION LOCALE DES ESPACES DISCRETS

‘L _ = =

|

|

|

|
e

Fo
polynomiale

*EF paramétriques : & codt informatique faible, X erreur d’interpolation majorée par Ch(h + «)

EF non-paramétriques : X colt informatique plus important, 7 erreur d’interpolation majorée par Ch?

Application a des géométries complexes = version non-paramétrique.
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CONSTRUCTION DE Px

K € M d'élément de référence K. Py C Py ?

Eléments non-paramétriques : _
Calcul des fonctions de base sur K pour avoir Py C Pk.
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CONSTRUCTION DE Px

K € M d'élément de référence K. Py C Py ?

Eléments non-paramétriques : _ _
Calcul des fonctions de base sur K pour avoir Py C Pk. Unisolvence pour (mgy)s ?
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CONSTRUCTION DE Px

K € M d'élément de référence K. Py C Py ?

Eléments non-paramétriques : _ _
Calcul des fonctions de base sur K pour avoir Py C Pk. Unisolvence pour (mgy)s ?

Exemple (Q4 tourné de Rannacher-Turek) :

K =[0,1]%, Q; := vect{1,x, y. xy} pas unisolvent, Qy ,,; := vect{1, x, y, x* — y?} unisolvent.
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CONSTRUCTION DE Px

K € M d'élément de référence K. Py C Py ?

Eléments non-paramétriques : _ _
Calcul des fonctions de base sur K pour avoir Py C Pk. Unisolvence pour (mgy)s ?

Exemple (Q4 tourné de Rannacher-Turek) :
K =[0,1]%, Q; := vect{1,x, y. xy} pas unisolvent, Qy ,,; := vect{1, x, y, x* — y?} unisolvent.
Rotation de 45° de K?
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CONSTRUCTION DE Px

K € M d'élément de référence K. Py C Py ?

Eléments non-paramétriques : _ _
Calcul des fonctions de base sur K pour avoir Py C Pk. Unisolvence pour (mgy)s ?

Exemple (Q4 tourné de Rannacher-Turek) :

K =[0,1]%, Q; := vect{1,x, y. xy} pas unisolvent, Qy ,,; := vect{1, x, y, x* — y?} unisolvent.

Rotation de 45° de K? Q1 ,,; n’est plus unisolvent.
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CONSTRUCTION DE Px

K € M d'élément de référence K. Py C Py ?

Eléments non-paramétriques : _ _
Calcul des fonctions de base sur K pour avoir Py C Pk. Unisolvence pour (mgy)s ?

Exemple (Q4 tourné de Rannacher-Turek) :

K =[0,1]%, Q; := vect{1,x, y. xy} pas unisolvent, Qy ,,; := vect{1, x, y, x* — y?} unisolvent.

Rotation de 45° de K? Q1 ,,; n’est plus unisolvent.

Idée : ~
Construire les fonctions de base grace a Ry : K — K affine.
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EXEMPLE SUR DES MAILLES QUADRILATERALES

- - Vo
V3 = Vo
(=1,1) (1,1)
K K
Vo = /|71 = V4
(—1,-1) (1, -1) vo
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EXEMPLE SUR DES MAILLES QUADRILATERALES

Pz
= vect{1,X,7, x> — y?}
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EXEMPLE SUR DES MAILLES QUADRILATERALES
Pz
= vect{1,X,7,X% — y°}

Vo + V3
(0,1) 2

Vi + Vo

- 2
K ©0%) (1,0) K

‘ASNR DEVELOPPEMENT DE METHODES DE RESOLUTION INNOVANTES POUR LES SIMULATIONS CFD EN SORETE NUCLEAIRE 10 JuIN 2025
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EXEMPLE SUR DES MAILLES QUADRILATERALES

ﬁk ) Py ~:ect{1,x,y, .
(% (-
(0,1)
K ©%0) (1,0) K
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EXEMPLE SUR DES MAILLES QUADRILATERALES

B Pk ~vect{1,x,y,
K S 2 2
_ I - —1|X —1 | X
o B (e B
1
1
(0,1) !
|
|
|
K 1,0 |
K ©0%) (1,0) K I
1
1
1
|
|
|
|
3
Rk (@U)UEK
/_\
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EXEMPLE SUR DES MAILLES QUADRILATERALES

P Pk ~ vects 1, x,y,
PR K . { Y
= vect{1,X,y,x% — y? X _(Rp=1|¥
1
|
©0.1) !
I
I
|
- 1,0 o 1
K (070) ( ) KetK I
|
|
|
I
I
1
1
1l
(@U)UFK
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ELEMENTS FINIS POUR PRISMES ET PYRAMIDES

Py = vect{tx«%zﬁxz *yz}

]

Figure: Prisme
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ELEMENTS FINIS POUR PRISMES ET PYRAMIDES

Pz = vect{1,x,y, z,x? —yz} Pr = vec’({1,x,y,z,x2 —yz}

] Ry

Figure: Prisme Figure: Pyramide
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RESULTATS NUMERIQUES : ANALYSE DE CONVERGENCE

Q=1[0,1]7

sur Q,

—Au+Vp=f

Maillages hybrides (hexaédres + prismes + pyramides)

réguliers et déformés

sur Q,

0

div(u)

sur 692

rotW(x, y, z),

)

N
Ny
N
=
3

(\IJ1 (X,,V, Z), ‘UZ(X7Y1 2)7 \IJ3(XMV7 Z))t’

W(x,y,2)

= (sin(nx) sin(ry)sin(r2))?, 1<i<d,

\Ui(x»yv Z)

p(x,y,z) = cos(mwx) cos(my) cos(wz),

51
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RESULTATS NUMERIQUES : ANALYSE DE CONVERGENCE

100_

@ AsNR

Semi-norme H'

—»— regular, 0=0.997
distorted, 0=0.9933

1071

10714

Norme L2

—<— regular, 0=1.9868
distorted, 0=1.9763

Figure: Ordres de convergence pour la vitesse sur une suite de maillages hybrides
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RESULTATS NUMERIQUES : ANALYSE DE CONVERGENCE

@ AsNR

Norme L2

—<— regular, 0=1.0451
distorted, 0=1.0327

10!

Figure: Ordre de convergence pour la pression sur une suite de maillages hybrides
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Des schémas numériques pour la simulation de I'explosion
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Modele physique

@ AsNR
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.

PARTIE HYDRODYNAMIQUE

Equations de Navier Stokes pour les écoulements compressibles :

conservation de la masse :  9;p + div(pv) =0
conservationde lag.d.m.:  9¢(pv) + div(pv ® V) = —Vp + div(7(v))
conservation de I'énergie :

loi d'état : , p=olp,E)
(V) = (VV+ V’V) - %udiv(v)l
Conditions initiales : p(x,0) = po(x) >0, Vv(x,0) = vo(x),¥x € Q
Conditions au bord : v = 0, sur 9Q

Propriétés physiques : p > 0

‘ASNR DEVELOPPEMENT DE METHODES DE RESOLUTION INNOVANTES POUR LES SIMULATIONS CFD EN SORETE NUCLEAIRE 10 JuiN 2025
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PARTIE CHIMIQUE

@ AsNR

conservation des espéces :

veF +vp0 + vyN — vpP + vyN
O(pY;) + div(pYiv) — div(jj) = wj, pour i€ {F,N, O, P}

@il = GriWikavec Cr=Co=—1,¢p=1,(y=0 — > @&=0

1
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PARTIE CHIMIQUE

@ AsNR

conservation des espéces :

conservation de I'énergie :

veF +vp0 + vyN — vpP + vyN
O(pY;) + div(pYiv) — div(jj) = wj, pour i€ {F,N, O, P}

il = GviWjwavecCr=Co=—1,¢p=1,(y=0 — > &=0
i

Ot(pE) + div(pVE) + div(p v) = div(7(v) - v) — divg

1 .
E=SvP+e+d AN Y, q=-AVT+3 hi,
i i

DEVELOPPEMENT DE METHODES DE RESOLUTION INNOVANTES POUR LES SIMULATIONS CFD EN SURETE NUCLEAIRE 10 JuIN 2025

58



PARTIE CHIMIQUE

@ AsNR

conservation des espéces :

conservation de I'énergie :

veF +vp0 + vyN — vpP + vyN
O(pYi) + div(pYiv) —div(j) = w;,  pourie {F,N,O, P}
il = GviWiwavec (r=Co=~1,¢p=1,(v=0 — > &=0

Ot(pE) + div(pVE) + div(p v) = div(7(v) - v) — divg i

|v|2+e+ZAhf,Y,, Q—f>\VT+Zh],

— 8t(p e)+ dlv(pe V) + pdiv(v) =wr +7(v) : VV + div(q)
IT = — Zi Ahfﬁ/"-"i
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PARTIE CHIMIQUE

@ AsNR

conservation des espéces :

conservation de I'énergie :

veF +vp0 + vyN — vpP + vyN
oi(pYi) + div(pYiv) —div(j) =w;,  pouri€ {F,N,O,P}
il = GviWjwavecCr=Co=—1,¢p=1,(y=0 — > &=0

1

Ot(pE) + div(pVvE) + div(pv) = div(7(v) - v) — divg

1 5 :
E=lv +e+zi:Ah§{,Y,, q:—)\VT+zi:h,],-
— Ji(pe)+div(pev) + pdiv(v) = wr + 7(v) : Vv +div(q)
wr = =2 AR &

+ autres équations selon le modéle de combustion choisi
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PARTIE CHIMIQUE

Conditions initiales : Yj(x,0) =

conservation des espéces :

conservation de I'énergie :

veF +vp0 + vyN — vpP + vyN
O(pY;) + div(pYiv) — div(jj) = wj, pour i€ {F,N, O, P}
|wi| = GriWiwavec (r=Cpo=—1,{p=1,{n=0 — ZMZO

Ot(pE) + div(pVE) + div(p v) = div(7(v) - v) — divg i

|v|2+e+ZAhf,Y,, q_fAVT+Zh],

— 8t(p e)+ dlv(pe V) + pdiv(v) =wr +7(v) : VV + div(q)
wT = fZ,-Ah“w,-

+ autres équations selon le modéle de combustion choisi

Conditions au bord : j;- n =0,

@ AsNR

Yio(x), with Yio €[0,1], and ) Yo =1,¥x€Q  e(x,0) = ey(x) >0
i

q-n=0 suro
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PARTIE CHIMIQUE
veF +vp0 + vyN — vpP + vyN
conservation des espéeces :  9¢(pY;) + div(pY;v) — div(jj) = wj, pour i€ {F,N, O, P}
il = GriWiwavec(r=Co=-1,Cp=1,(n=0 — > &=0

i

conservation de I'énergie :  0i(pE) + div(pVE) + div(p v) = div(7(v) - v) — divg

|v|2+e+ZAhf,Y,, Q—f>\VT+Zh],
— 8t(p e)+ dlv(pe V) + pdiv(v) =wr +7(v) : VV + div(q)

wr=-> Ahf,iwf
+ autres équations selon le modéle de combustion choisi

«  Propriétés physiques : Yr € [0, Yrol, Yo €[0,Yool, Yr€[Ypo 1, Yne€[Yno Ynol Z Y =1
i

e>0
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Discrétisation spatiale

@ AsNR
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DISCRETISATION SPATIALE

@ AsNR

unstructured mesh

UyT

S|

[ ]
Pk, Pk - - -

1

Uyl

structured mesh
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Schéma "implicite"

@ AsNR
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>

SCHEMA "IMPLICITE"

Partie chimique : VK € M,Vi € {F,O, N, P}

1

5 (PK Yn+1 ﬁ71 er,,K) + diVK(ann Y,k) _ dlv(llr7+1 )K _ werk1

divk (p"v"YF) = W > FR, Y, aveck=n+1 — upwind, k = n — MUSCL-like
o=K|L
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>

SCHEMA "IMPLICITE"

Partie chimique : VK € M,Vi € {F,O, N, P}

1

5 (PK Yn+1 ﬁ71 er,,K) + diVK(ann Y,k) _ le(IIn+1 )K _ werk1

divk (p"V"Yf) = W > FR, Y, avec|k = n+1 — upwind| k = n — MUSCL-like
o=K|L
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SCHEMA "IMPLICITE"

Partie chimique : VK € M,Vi € {F,O, N, P}

1

—1 .
5 (PK Yn+1 ﬁ er,,K) + dvi(pnvn Y,k) le( !7+1 )K _ werk1

divg(p"v"YF) = F2 Y" avec| k = n+1 — upwind |, k = n — MUSCL-like
K\pP i K K,o p
I | o=K|L
Ji = aVY; = cas structuré : —div(a] VY ) = S all! lo} (e =y

I,o
o=K|L do

cas non structuré : schéma SUSCHI
["A formally second order cell centered scheme for convection-diffusion equations on general grids”, Int. J. Numer. Methods Fluids, 2013]
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SCHEMA "IMPLICITE"

Partie chimique : VK € M,Vi € {F,O, N, P}

1

1 .
at(pK Yn+1 ﬁ er,,K) + dvi(annY,»k) le( n+1)K _ werk1

divk (p"V"Yf) = K > FR, Y, avec|k = n+1 — upwind| k = n — MUSCL-like
Kl %,
ji = aVY; — cas structuré : —div(a, VY )= > af 1 lol 1PN R

o=K|L do

cas non structuré : schéma SUSCHI
["A formally second order cell centered scheme for convection-diffusion equations on general grids”, Int. J. Numer. Methods Fluids, 2013]

» Partie hydrodynamique : schéma de correction de pression
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SCHEMA IMPLICITE - PROPRIETES

1 1
Dans la suite on suppose que les familles (pf, Fﬁ,a)fg[é\,/}v] vérifient : (ﬁ(p; —pT Y+ i Z F,'}tr1 =0
oce&(K)
Lemma
Soit Ye = maxke am (YE) K- On suppose 0 < Y/;’K < Y, VK € M. Alors le systéme :
1 _ 1 . .
E(Prk Y£+K1 - Pﬁ ! Y/Q,K) + m Z F/’(’,g Y/'.{t: - le(I,’Z-H)K = w?;}

ce&(K)

admet une solution YZ! € [0, Y] VK € M

2/2
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SCHEMA IMPLICITE - PROPRIETES 2/2

Lemma

Soit Y = maxkem (YF)k- On suppose 0 < Y£ o < Ye, VK € M. Alors le systéme :

1 1 —1 1 1 1
&(PK Yn+ -k YFK) | Z )FK o Yn+ —div(jg )k = wngK
065

admet une solution Y’7+1 €0, YE] VK € M

Proof :

aygjgzygjg—?pgo:

1 1 || 1 a \a\
5Yn+1 JF F+ 4+ = n+1 6Yn+1 o F 4+ =2 n41 (SY + - n+1

Axk Akt

La matrice associée A est une M-Matrice et le second membre est négatif — 6Y£*K1 <0
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SCHEMA IMPLICITE - PROPRIETES 2/2

Lemma

Soit Ye = maxkem (YF)k- On suppose 0 < Y£7K < Yr, VK € M. Alors le systéme :

1 4 1 . .
E(Pﬂ Y£+K1 —ok YRRt D FRs Y,Qt: —div(jF "k = ‘“/rrpr;}

Kl & 2(K)
admet une solution Y£+K1 €0, YE] VK € M

Proof :
SYR =vEl — Ve <0:0K

Y24l >0 on multiplie par —( Y2 )~ et on somme sur M

71 _ 1
— 3 (v [E(pzvgjg—pgw,_@%)qum S R, VE+R=0
KeM ceE(K)
1 1 _ _ _ _
0< 5 > S [Pk (VB = ok (V)P <0 = (Vi)™ =0
Kem

["A formally second order cell centered scheme for convection-diffusion equations on general grids", Int. J. Numer. Methods Fluids, 2013]
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SCHEMA IMPLICITE - PROPRIETES

Lemma

Soit Ye = maxkem (YF)k- On suppose 0 < Y£7K < Yr, VK € M. Alors le systéme :

2/2

SR VB o YR+ o 3 Fla YR U D= g
o€
admet une solution Y£+K1 €0, YE] VK € M
J

Proof :
5ygjg = Ygf,g —Ye<0:0K
YE > 0:0K
Existence : soit 8 € [0, 1]

R YE — A YR+ T ;(K) FRo YEL = divGE ) = B2

On conclut avec un argument de degré topologique
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SCHEMA IMPLICITE - PROPRIETES

Lemma

Soit Yr = maxke rm(Yr)- On suppose 0 < Y . < Vg, VK € M. Alors le systéme :

1 _ 1 . .
E(Pﬂ YE =i YRR+ Il > FR YR —div(iE Kk = o}
c€&(K)

admet une solution YZ! € [0, Ye] VK € M

2/2

Proof :
1 19 .
5Y£j( :Y[Jj( —Ye<0:0K
1 .
Yﬁ( >0:0K
Existence : OK

< De la méme fagon on prouve que : Y51 € [0, Yol, YEY € [Yp, 1] Y% €Yy, Wal, DY/ =1

i
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Schéma explicite
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SCHEMA EXPLICITE
Partie chimique : algorithme de Strang Vi € Z = {F, O, N, P}

Premiére étape de transport : calcul de Y"“/2

1 1/2 5 n+1/2 _ .
sia ik PV R = kT Y0 + i VYY) = div(i)k = O
1 _ ~
+  Etape réactive : calcul de Y"“/2 6—th 1/2 {Y,'g“/z - Y,’(’“/z] = o‘;ﬁ}”z

Deuxiéme étape de transport : calcul de Y,"f

Yn+1 n—1/2 Yn+1/2

6t/2(pK e — Py ) + divg(p" v Y") —div (j7) =0

@ AsNR
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SCHEMA EXPLICITE
Partie chimique : algorithme de Strang Vi € Z = {F, O, N, P}

Premiére étape de transport : calcul de Y"“/2
1 1/2 ¢n+1/2 _ .
sia ok VR = R Y iV YY)
1, -
Etape réactive : calul de Y;'/2 67/),’7( 1/2 [Y,'g“/z - YI’{’“/Z] = ol ?

Deuxiéme étape de transport : calcul de Y,"f
1

5t/2

n— 1/2

1 -
~(pf +ox )

Densité au temps n—1/2: p,¢ 5

div(ji)k =0

—— (R Y = o RV + divie (0" v ) — div (7]) 4 =
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SCHEMA EXPLICITE

Partie chimique : algorithme de Strang Vi €

I: {F7 O7 N? P}

» Premiére étape de transport : calcul de Y"“/2

1 ( n—1/2yn1/2 _

st/2 Pk i,K
1

» Etape réactive : calcul de Y"+1/2 5t

PR YR + divie(p" v Y] = div(if)k =0

K K

pn—1/2 [Y"+1/2 . V£+1/2] _ ‘bn+1/2

iK

» Deuxiéme étape de transport : calcul de Y,.”,Jg1

n+1
61‘/2 (PK

Densité au temps n—1/2: pft /% = 5

Termes de convection : divk(p" v Y) =

1
K]

n—1/2n+1/2

- Pk ik )+ dive(p" v Y = div (7)) =

1 -
~(pf +ox )

> FR, Y/, interpolation "MUSCL-like"
occ&(K)
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SCHEMA EXPLICITE
Partie chimique : algorithme de Strang Vi € Z = {F, O, N, P}

Premiére étape de transport : calcul de Y"“/2
1 —1/25n1/2
5172k PEYIENE — oY) + divie(p" v Y]) — div(i)k = 0
1, -
Etape réactive : calul de Y;'/2 6—th 1/2 [Y,'g“/z - YI’{’“/Z] = ol ?

Deuxiéme étape de transport : calcul de Y,.”jg1

1/2 1/2 . . .
ST RV = ol YR i v YT = i (1) =

172 1 _
)

Densité au temps n—1/2: p,¢ =3

1
Termes de convection : divg(p" v Y) = w > FR, Y/, interpolation "MUSCL-like"
occ&(K)

Partie hydrodynamique : schéma explicite
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SCHEMA EXPLICITE - PROPRIETES

1
On suppose que les familles (pf, Flg,a)fee[é\,/t/v] vérifient : E(pﬂ _ pzA) +

n o _
K| Z FK«f*O
ce&(K)
Lemma

On suppose que Y > 0 pouri € Z, p" > 0 et CFL" < 1 alorsVYK € M :
- Y >oviez

< YRR S VR VG < VYo, Y € Ya, Valet VB > Yp

1/2
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SCHEMA EXPLICITE - PROPRIETES 2/2
Proof :

» Premiére étape algorithme de Strang :

1

o n—1/2¢ n+1/2 pr;(—1 YD) + — Z FK o Y2 —div(jMk =0
6t/2 Kl , &t
~1 an_1/2 n- Z FK .=
e at/2 ‘ nE:S(K
avec p *( Pk+rk) = 1 L
n n71/2 n —
5 \PKk — Pk )+7ZFK7‘7 0
st/2 LY cEE(K)
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SCHEMA EXPLICITE - PROPRIETES 2/2

Proof :

» Premiére étape algorithme de Strang :

( n—1/2¢ n+1/2 pr;(—1 YK) L Z FK - Y? —div(jM)k =0
6t/2 1K lae£(K)
n—1/2 1 n n—1 1 n—1/2 n
avec FRo =
=gk ) o sk Tk ngs(:m o
—1/2{n+1/2 —1/2 ot/2 ot/2 -
pVEgIE ) YK—ﬁ > (FRa) (YR + i 3 (FR,) (VYR
oe&(K) oek)
- (5t/2) Z =Y

o= K\L
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SCHEMA EXPLICITE - PROPRIETES 2/2
Proof :

» Premiére étape algorithme de Strang :

_ 1
(n 1/2¢ n+1/2 P’;(1YK) o Z FKUYn_dIV(]")K_O

6t/2 L |a€£(K)
e A L T 0 A (A (I DN (90 W (e 0
Kl ey —— Kl Gy T ——
BRR—Yire) B (Vi =YR)

~ ey S e - vy

o=K|L do
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SCHEMA EXPLICITE - PROPRIETES
Proof :

Premiére étape algorithme de Strang :

1 n—1/2¢ n+1/2 — o 1yK L Z F,'},U Y] —div(j")xk =0

6t/2 | Sk o

onet/2 ot/2 5t/2 |o|
Yk - Y£(17[n1/2 > 5K|FKU|+ 72 Z?aﬁ])

Pk ‘Kl ce&(K o=K|L 7

CFL"
6t/2 n oo len o5t/2 1o non
L= TP D VieBRIFR oI+ s Do @ v
rr Kl oée(n) Pk " o=KL

n+1/2

— on montre que Y peut s’écrire comme une combinaison convexe de { Y}, Y/, Y"n”»? },si CFL" < 1

2/2
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SCHEMA EXPLICITE - PROPRIETES 2/2
Proof :
» Premiére étape algorithme de Strang : OK

» Deuxieme étape algorithme de Strang :

1 a2 [yntt/2 ont1/2 .n+1/2
51K [Yi,K = Yik ]:“’i,K

— Siw; # 0 : par exemple si i = P, on réécrit cette étape sous la forme

5t P st P
————
inversible, >0

pn—1/2 pn—1/2
< K /K> Yn+1/2: K g,n+1/2+wr;+};/2 — Yg+1/2 >0

>0
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SCHEMA EXPLICITE - PROPRIETES
Proof :
Premiére étape algorithme de Strang : OK
Deuxieme étape algorithme de Strang : OK

Troisiéme étape algorithme de Strang : méme procédure que pour la premiere étape

2/2
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SCHEMA EXPLICITE - PROPRIETES 2/2
Proof :

» Premiére étape algorithme de Strang : OK

» Deuxieme étape algorithme de Strang : OK

» Troisiéme étape algorithme de Strang : OK

— De la méme fagon on prouve que si on utilise un seul "jeu de coefficients" obtenus par limitation MUSCL
pour toutes les espéces, alors : » _ Y/{ =1, VK € M
icT
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Résultats numériques
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SIMULATION D’UNE DEFLAGRATION TURBULENTE

gaz frais

» Une réaction chimique totale et irréversible se produit au niveau du front de flamme
» Lazone des gaz br(ilés s’étend a une vitesse uy (par rapport aux gaz frais)

*  uy dépend localement de la turbulence et de la composition du mélange
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DISPOSITIF EXPERIMENTAL

Accélération de flamme dans un canal obstrué [Johansen, Ciccarelli, 2009]
Mélange stoechiométrique de méthane/air, Py = 47 kPa, To = 293 K

+ Canal fermé : 2.44 m de long, section carrée de 7.6 cm x7.6 cm)

» Taux de blocage : 33%

920
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SIMULATION RANS - FRONT DE FLAMME

Schéma implicite
Discrétisation MUSCL pour les scalaires
Maillage structuré 2D - Nombre de mailles : 765000

CFL = 2 par rapport a la vitesse maximum expérimentale (708 m/s)
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SIMULATION DES GRANDES ECHELLES - FRONT DE FLAMME

0.0e+00 0.2 S 1.2e+00

Vorticité
6.2e-06 50000 100000 150000 200000  2.7e+05

1
4.6e-01

Schéma explicite
Maillage structuré 3D - Nombre de mailles : 256M
CFL = 0.1 par rapport a la vitesse du son + vitesse maximum expérimentale (708 m/s)

Simulations effectuées sur le supercalculateur IRENE du CCRT (Centre de Calcul Recherche et Technologie)
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Merci pour votre attention
et merci Jean-Claude
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