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Chaine de Markov P t> iy Loi = “compliquée”
Dynamique “physique” o T P19

Temps de mélange i, = inf{t > 0 : V condition initiale, dy, (loi au temps t, ) < 1/4}
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Le modele

N particules sur L sites. Systeme périodique, temps discret

Le processus d’exclusion totalement asymétrique (TASEP)

A chaque étape, prendre une particule au hasard et essayer de
I'avancer, sauf si le site visé est occupé (contrainte d’exclusion)

0o © ©
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Observations 1/2

@ Sia= % numériquement, il semble que trny = O(L?) [Essler & Krauth 2024]
Pour le TASEP en temps discret, tx = O(L%/?) [Schmid & Sly 2024]
tmix = inf{t > 0 : V condition initiale, d, (loi au temps t,7) < 1/4}
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Vraie marche auto-répulsives

(t,x—1) L(t,x)

Ut x)=#{k <t:{Xe, Xes1} = {x,x+1}} s
———
X
Soit 5 >0
e_Bz(taXl)
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v
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Observations 2/2

@ Dans [Maggs 2024]: la loi de la position du pointeur et celle du “vrai”
mouvement auto-répulsif (TSRM) [Dumaz & Teth 2013] semblent
correspondre .

t=262,144

0.4

t2%p1 ()

0.2
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Heuristique du comportement 1/2

00 %00 0.5 . @

Haute densité Basse densité

Si 'environnement est @ Ber(p) autour du pointeur:

- R (6%
position moyenne aprés unpas = ~———
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Heuristique du comportement 1/2

00 %00 0.5 . @

Haute densité Basse densité

Si I'environnement est @ Ber(p) autour du pointeur:

p—

position moyenne aprés un pas =

Sous la loi stationnaire : dans une boite de taille ¢, densité o + %
Vitesse O(1/+/7), besoin de O(¢3/2) étapes pour se déplacer de O(¥)
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Heuristique du comportement 2/2

position moyenne aprés un pas = p-a (1)

Comment on atteint la loi stationnaire : le pointeur est poussé a

'interface entre les zones dense et moins dense, crée une zone a
densité a.
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Heuristique du comportement 2/2

p—a

position moyenne aprés un pas = T (1)

Comment on atteint la loi stationnaire : le pointeur est poussé a
'interface entre les zones dense et moins dense, crée une zone a

densité a.

-

(p(x, t)), (average density)

—— t=1000 \
—— £=10000
—— £=100000

2

o

-2 (x — L)'t (rescaled position)

Simulations depuis la configuration a moitié
pleine - a moitié vide. Zone de densité o = %
s’étend, taille ~ 21/t au temps t.

— peut s’expliquer avec (1)
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Heuristique du comportement 2/2

. \ p—Q
position moyenne aprés unpas = ——— (1)
P
Comment on atteint la loi stationnaire : le pointeur est poussé a
'interface entre les zones dense et moins dense, crée une zone a
densité a.

-

Simulations depuis la configuration a moitié
pleine - a moitié vide. Zone de densité o = %
s’étend, taille ~ 21/t au temps t.

— =100 \ — peut s’expliquer avec (1)

—— t=100000

(p(x, t)), (average density)

o

-2 (x — L)'t (rescaled position) 2

Lien avec le vrai mouvement auto-répulsif :
Dans le TSRM, formellement, X; = —V Li(X;)
— peut étre obtenu depuis (1)
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Modele avec fleche marquée

Un changement de temps du TASEP lifté

N fléches droites — et L — N fleches gauches «— sur L sites
Une fleche marquée —*~ ou “¢—

—_— P T N —Pp ——Px

—— T T e— —
—r— < “«— —»x 1-q
— > — — —>

Le pointeur suit les fleche et les inverse quand il y a un conflit.
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Représentation ouvert - fermé

On se place sur Z.

Un site est ouvert O si quand le pointeur arrive, étape déterministe
Un site est fermé e si quand le pointeur arrive, conflit
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Représentation ouvert - fermé

On se place sur Z.

Un site est ouvert O si quand le pointeur arrive, étape déterministe
Un site est fermé e si quand le pointeur arrive, conflit

La dynamique du systéme ouvert-fermé est la suivante :

— 00— - N —De—>

—Oot— T —ee—
—ee— < “«—o—> 1-a
— be— —o— «

— La nature d’un site s’inverse a chaque visite J
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Premier lien avec vraies marches auto-répulsives

Vraie marche auto-répulsive, arétes orientées [T6th & Vetd 2008]
0 (t,z) OF(t,2)

+ = : — — —
C(tx) = #{k < t: (X, Xiey1) = (X, x £ 1)}
Soit 3 >0 ’

P( Xty = Xt £1|F) =

e BE(LX) 1 g BLF(1,X)

Condition initiale: tout fermé (..e@e®@®@®... OU ... =5 — — —..)
Si Xy = x:
Si x est fermé (visite impaire), £*(t, x) = £~ (t, x)
Si x est ouvert (visite paire),
@ si—>» —> (T(t,x)=/("(t,x)—1
@ s & & /T(t,x)=0(t,x)+ 1
— Version asymétrique et a température nulle de ces marches
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Conséquences

Pour la condition initiale avec tout fermé

@ La zone explorée au temps t est environ [—, /3%~ t, /1]

@ La loi dans la zone explorée est trés proche de Ia loi statlonnaire
(s’exprime avec une marche aléatoire)

000T-
5
s
00t

« t(time) «

L2/4 4

0 X, Xp (position) L

Trajectoire du pointeur dans le  Simulation de la TSAW avec arétes ori-
TASEP lifté, o = % entées, de Téth & Vet6 (2008)
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Construction graphique sur Z

Lien plus fort avec les TSAW : le modéle de fleches est une version (biaisée)
du modeéle jouet pour le TSRM dans Té6th & Werner (1998)

Number of visits

Position
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Conséquences

@ Le pointeur suit les contours des marches coalescentes
@ La configuration s’exprime avec des marches absorbées

Courbes associées aux configurations:

Tout fermé initialement Stationaire

%
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Conclusion

@ Lien entre techniques de Monte Carlo non-réversible et vraies
marches auto-répulsives
@ Construction graphique = outil trés puissant pour étudier le
systéme de particules sur Z
@ Deux échelles de temps
o Temps d’exploration pour tout fermé / TSAW a arétes orientées
(diffusif, temps O(L?) pour explorer L)
o Temps de déplacement a I'état stationnaire / TSAW non-orientée
(surdiffusif, temps O(¢£3/2) pour se déplacer de /)

@ Perspectives : systéme fini périodique

M, Erignoux, Toninelli, Krauth - PRL 2025
Erignoux, M, Simenhaus, Toninelli - le futur
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