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Modèle de percolation FK

Introduit par Fortuin et Kasteleyn en 1972.

(Λ,E (Λ)) un graphe fini, p ∈ [0, 1], q > 0.

Mesure de proba sur Ω = {0, 1}E(Λ)

: pour tout ω ∈ Ω,

Λ,p,q(ω) ∝
∏

e∈E(Λ)

pωe (1− p)1−ωe

où k(ω) = nombre de clusters dans ω.

On ajoute une condition au bord ξ.
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Loi conditionnelle

Pour toute arête e ∈ E (Λ),

ϕξ
Λ,p,q(ωe = 1 | ω|E(Λ)\{e}) =


p si

p

p + (1− p)q
=: p′ sinon

NB : q < 1 ⇐⇒ p < p′.

Encadrement stochastique :⊗
e∈E(Λ)

B(min(p, p′)) ⪯ ϕξ
Λ,p,q ⪯

⊗
e∈E(Λ)

B(max(p, p′))

Corentin Faipeur Les probabilités de demain 4 février 2025 3 / 13



Loi conditionnelle et inégalités de comparaison
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Mesures en volume infini

But : définir une mesure FK sur Zd .
2 manières classiques de procéder :

1 On prend des limites faibles de ϕξ
Λn,p,q

pour Λn ↑ Zd .

2 Equations DLR : une proba ϕ sur {0, 1}E(Zd ) est une FK-mesure de
Gibbs si pour tout e ∈ E ,

ϕ(ωe = 1 | ω|E(Zd )\{e}) =


p si

p′ sinon

On note FK(p, q) l’ensemble des mesures sur {0, 1}E(Zd ) obtenue par une
ces manières.
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Deux questions

1 Pour quels p et q a-t-on une unique mesure en volume infini, i.e.
|FK(p, q)| = 1 ?

2 Pour quels p et q a-t-on un cluster infini ?
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Transition de phase pour q ≥ 1

Pour q ≥ 1, on sait répondre grâce aux inégalités FKG.

Il existe pc(q) ∈ (0, 1) tel que, pour tout ϕp,q ∈ FK(p, q)

si p < pc(q), pas de cluster infini p.s. + unicité de la mesure

si p > pc(q), il y a p.s. un cluster infini + unicité de la mesure... vrai
en 2D, en 3D ??

Sur Z2, on a même :

pc(q) =
√
q/(1 +

√
q) [BD12]

unicité à p = pc(q) pour q ∈ [1, 4] [DST17]

non-unicité à p = pc(q) pour q > 4 [DGHMT21]
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Il existe pc(q) ∈ (0, 1) tel que, pour tout ϕp,q ∈ FK(p, q)

si p < pc(q), pas de cluster infini p.s. + unicité de la mesure
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Et pour q < 1 ?

Pour q < 1, FKG n’est plus valide !

Pour toute mesure ϕp,q ∈ FK(p, q),⊗
e∈E(Zd )

B(p) ⪯ ϕp,q ⪯
⊗

e∈E(Zd )

B(p′)

si p′ < pc(Zd) = pc(1), le modèle est sous-critique + unicité de la
mesure

si p > pc(Zd), le modèle est sur-critique (+ unicité de la mesure
uniquement en 2D)
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Inégalité de comparaison améliorée

Théorème ([BFO25])

Sur Zd , d ≥ 2, pour tout p ∈ (0, 1) et q < 1, il existe Ẽ et Ê deux
sous-ensembles d’arêtes de densité positive et ε̂, ε̃ > 0 tels que⊗

e∈E
B(p + ε̂1{e∈Ê}) ⪯ ϕp,q ⪯

⊗
e∈E

B(p′ − ε̃1{e∈Ẽ})

si p′ < pc(Zd) + δ̃, le modèle est sous-critique + unicité de la mesure
en volume infini

si p > pc(Zd)− δ̂, le modèle est sur-critique (+ unicité de la mesure
uniquement en 2D)

Grâce à la théorie des “essential enhancements” [AG91].
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Portrait de phase en 2D
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Dynamique de Glauber de la percolation FK

X0 = ω ∈ {0, 1}E(Λ)

Au temps t, MAJ de l’arête e :

Xt(e
′) = Xt−(e

′) ∀e ′ ̸= e et

Xt(e) =


1 si Ut ≤ p et

1 si Ut ≤ p′ et

0 sinon

Loi invariante : ϕξ
Λ,p,q

Y0 = ω

Au temps t, MAJ de l’arête e :

Yt(e
′) = Yt−(e

′) ∀e ′ ̸= e et

Yt(e) =

{
1 si Ut ≤ p′

0 sinon

Loi invariante :
⊗

e∈E(Λ) B(p′)

Pour tout t on a Xt ≤ Yt , donc on retrouve ϕξ
Λ,p,q ⪯

⊗
e∈E(Λ) B(p′).
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Couplage avec une mesure produit
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Couplage plus malin avec une mesure produit

Au temps t, MAJ du motif

e4

e3

e2

e1

▶ MAJ standard de e1, e2, e3 avec U1,U2,U3 dans Xt et Yt .
▶ MAJ standard de e4 avec U4 dans Xt , MAJ améliorée dans Yt :

– si U1,U2,U3 ≤ p, alors on sait que est satisfait dans Xt , et que

donc e4 sera ouverte ssi U4 ≤ p

=⇒ on peut faire Yt(e4) =

{
1 si U4 ≤ p

0 sinon
en conservant Xt ≤ Yt .

– sinon, MAJ standard de e4
▶ MAJ standard de e1, e2, e3 avec U5,U6,U7 dans Xt et Yt pour

récupérer l’indépendance des Yt(ei ).
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Inégalité de comparaison améliorée q < 1

Loi invariante de (Xt) : toujours ϕ
ξ
Λ,p,q.

Loi invariante de (Yt) :⊗
e∈E1,E2,E3

B(p′)
⊗
e∈E4

B(p.p3 + p′(1− p3)︸ ︷︷ ︸
=p′−ε

).

Pour la domination par en-dessous, même chose avec le motif

e4

e3

e1

e2
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e4

e3

e1

e2
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Merci pour votre attention !!
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