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Liste des notations

N Ensemble des entiers naturels

N* Ensemble des entiers naturels différents de 0

R Ensemble des nombres réels

R* Ensemble des nombres réels différents de 0

R Ensemble des nombres réels positifs

alb min{a, b}, pour deux réels a et b

aVb max{a, b}, pour deux réels a et b

ay max{a, 0}, pour un réel a

a_ min{a, 0}, pour un réel a

la] Partie entiere du réel a

{a} Partie fractionnaire du réel a : {a} = a — |a]

D Intérieur de ’ensemble D

D Adhérence de I’ensemble D

|A| Cardinal de A, pour un ensemble fini A

EP p-iéme puissance cartésienne de I’ensemble F, ou p € N*

e®p E®...®E& est la tribu produit de p exemplaires de la tribu &, ou p € N*
p fois

(EP,E®P)  Espace mesurable produit de ’espace mesurable (E, &), ot p € N*

B(FE) Ensemble des fonctions réelles mesurables définies sur un espace mesurable (E, &)

BL(F) Sous-ensemble de B(E) formé de fonctions positives

By(E) Sous-ensemble de B(E) formé des fonctions bornées

f®g Pour deux fonctions f,g € B(E), (f ® g)(z,y) = f(z)g(y)

f ®symg  Pour deux fonctions f,g € B(E), f Q@symg=3(f®@g+9g® [)

f®? Pour f € B(E), f@>=fQ f

| ® oo Norme uniforme (pour f € B(E), ||f|locc = sup{]f( ),z € E})

(A, o) Pour une mesure finie A sur (E, &) et f € B(E), (A, f) = [ f(z)d\(z

LP(X) Pour p € N*, ensemble des fonctions f € B(E) telles que (A, |f|P) < o0

| ®llz2(xy  Pour une mesure finie A sur (E, &) et f € B(E), [|fllr2n) = (A, 212

e, Pour f € B(R?) et p,d € N*, |||, = (Jga |f(z |de)1/p

fxg Pour deux fonctions mtegrables f.9€ B(RY), f = Jpa flx—1t)g(t)dt

(x_j,t) Vecteur z oti on a remplacé la jome composante xj par t, pour x € Rd etteR
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Espace des fonctions B-holdériennes sur X, ot B = (B, ...., Bq) €]0, +o0[?, X C R? et d € N*,
ie, f€ 3—(@ s'il existe une constante c(f) > 0 telle que pour x € R%, t e Ret j € {1,...,d},

olBil ¢ olBil f
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Pour f € J—Cﬁ, est la plus petite constante c(f) telle que Vj € {1,...,d}, z € R t € R,
sl f sl f
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oAl k oz ()] < elf)les =81
J j

Norme sur TH?C définie par HfH}(‘g’C = ||flloo + mﬂfﬁ
Pour L > 0, H5(L) = {f € 35; || fll,6 < L}

Pour un vecteur £ = (z1,...,2q9) € R, d e N*| 2| =21 X ... X 24

Si E est un espace topologique :

B
C(E)
Cy(E)
e, (F)
v

Tribu borélienne sur F

Ensemble des fonctions réelles continues sur E

Ensemble des fonctions réelles continues bornées sur £

Ensemble des fonctions réelles continues positives sur E

Pour deux mesures de probabilités i et v sur F, signifie que v est absolument continue
par rapport a p

Soit (zy) et (yn) deux suites de nombres réells.

Tn = 0(1)
Tn = 0(Yn)
T ~ Yn
L, ,S Yn
Tn X Yn
Tpn X Yn

signifie que x,, — 0 lorsque n — +o0

si Tpn/yn = 0(1)

si pn/yn — 1 lorsque n — 400

s’il existe une constante ¢, indépendante de n, telle que z, < cy,

s’il existe une constante ¢, indépendante de n, telle que x, = cy,

s’il existe deux constantes c; et co telles que c1y, < x, < coy, lorsque n — +oo

Convergence en probabilité

Convergence en loi

Convergence presque sire
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Chapitre 1

Introduction générale

Je présente dans ce mémoire ma contribution a ’élaboration d’une théorie pour les
chaines de Markov bifurcantes. Ce travail, qui a débuté en Octobre 2010 dans le cadre
de ma these de doctorat, n’a cessé au fil du temps d’aiguiser ma curiosité par la nature
des problemes qu’il souleve. Un phénomene curieux et particulierement intéressant qui
ressort des études est l'existence d’une transition de phase dans le comportement des
fonctionnelles de chaines de Markov bifurcantes. Ce phénomene, qui peut étre interprété
comme une compétition entre la loi du processus et la taille de la population, s’articule
différemment selon le probleme que ’on traite. A chaque fois, il se pose alors la question
de savoir comment et a quel moment se manifeste cette transition. Ces derniéres années,
les différentes rencontres que j’ai faites ont permis d’apporter des réponses a un certains
nombres de questions, favorisant ainsi des avancées majeures dans la théorie des chaines
de Markov bifurcantes. Avant d’entrer dans le vif du sujet, je commencerai par fixer les
idées par une présentation du modele.

1.1 Modele des chaines de Markov bifurcantes

1.1.1 L’arbre binaire associé aux chaines de Markov bifurcantes

On pose Gy = {0} et, pour tout m € N*, G,, = {0,1}™, lensemble des suites de
longueur m formées de 0 et de 1. On considere 'arbre binaire T = U:LO:OO G- Pour v € Gy,
on pose |u| = m et on considere les suites u0 = (u,0) et ul = (u,1). L’arbre T peut-
étre vu comme une population (ou plus précisément comme un arbre généalogique) dans
laquelle 'individu initial est (). Dans cette population, on a deux types d’individus : “0”
et “1”. Chaque individu v donne naissance & deux enfants w0 et ul de type “0” et “1”
respectivement. Ainsi pour tout m € N, G,,, peut-étre vu comme la m-ieéme génération de
la population T. La génération a laquelle appartient un individu u € T est G|, ou |u| est
la longueur de la suite u. Pour deux entiers naurels n et p tels que p < n, T,, désigne les
n + 1 premiéres générations de la population : T,, = |, _, G, et Ty, désigne la sous-

population formée des individus de la génération G, a la génération G,, : T, = UZ:p G-



Notons qu’on a en particulier T,, = Tq,.

Pour u € T et A C T, on pose uA = {uv,v € A}, ol uv est la concaténation des suites
u et v, avec la convention uf) = Ju = u. Soit 4,7 € T. On écrit ¢ < j si j € iT. On désigne
par i A j le plus jeune ancétre commun de 7 et j, i.e., 'unique individu u € T tel que si
veETetv=<i,v=jalors v < u. On définit également 1'ordre lexicographique ¢ < j si
soit ¢ < 7 soit v0 < i et vl < j pour v =1 A j.
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FIGURE 1.1 — L’arbre binaire jusqu’a la quatrieme génération

1.1.2 Chaine de Markov bifurcante

Soit (S, 8) un espace mesurable et P une probabilité de transition sur (S, 8%?), i.e.
e P(z,-) est une mesure de probabilité sur (52, 8§¥2);
e P(-, A) est une fonction mesurable pour tout A € §%2.

Soit v une mesure de probabilité sur (S,8) et (2, F, (Fn)men, P) un espace de probabilité
filtré. La définition suivante a été proposée par Guyon [62].



Définition 1.1. Un processus stochastique X = (X, )uet, définie sur (0, F, (Fm)men, P) et
a valeurs dans S, est une chaine de Markov bifurcante de mesure initiale v et de probabilité
de transition P si :

o Xy est distribué selon v ;
o X, est F|,-mesurable pour tout u € T ;

e pour chaque m > 0 et pour toute suite (gy)ucc,, de fonctions mesurables bornées sur
S3,
E[ H gu(XquUOyXulﬂgjm] = H ﬂ)gu(Xu)u

u€Gm u€Gm
ot Pg(x) = [¢o g(x,y, 2)P(x, dy dz) désigne Uaction de P sur g.

Remarque 1.1. Tout au long de ce mémoire, P, désignera la loi du processus (Xy,u € T)
et E,[-] désignera l'espérance par rapport a la probabilité P,,.

Remarque 1.2. Typiquement, la troisieme propriété de la Définition 1.1, que nous ap-
pellerons dans la suite “propriété de branchement”, nous dit que conditionnellement a
leurs parents, les différentes fratries d’une génération sont indépendantes. Ainsi, méme si
a nos débuts nous l'avions dit et écrit, voir les chaines de Markov bifurcantes comme une
adaptation des chaines de Markov sur un arbre n’est certainement pas l’explication la plus
efficiente. Il serait plutot “judicieuz” de dire que les chaines de Markov bifurcantes sont
une autre extenston des suites de variables aléatoires i.i.d. Je souligne que ce “nouveau”
regard sur les chaines de Markov bifurcantes nous a permis dernierement d’élaborer des
stratégies de preuves plus adaptées qui ont permis de faire évoluer la théorie.

Remarque 1.3. Le processus (X, u € T) peut-étre vu comme les données de la population
T. Pour Uindividu u € T, la quantité d’intérét X,, qui lui est associée est parfois nommée
“trait de uw”. J'utiliserai régulierement ce terme dans la suite.

1.1.3 Quantités utiles a I’études des chaines de Markov bifurcantes

Soit X = (X, )ueT une chaine de Markov bifurcante a valeurs dans ’espace mesurable
(S,8), de mesure initiale v et de probabilité de transition P. Pour u € T, on désigne
par X2 = (X, Xuo, Xu1) le triangle mere-filles. Soit A C T. On considére les sommes

suivantes :
{Mm = uen F(Xu) sif €B(S)
Ma(f) = Xuen F(X3) sifeB(S?).
Dans les études, les cas A = G,, et A = T,,, n € N*, sont souvent fréquents. Soulignons
que

(1.1)

|Gp| =2" et |T,| =2""1—1.

On désigne par Py et P; la premiere et la seconde marginale de P, i.e., pour tout x € S
et A€,
Po(xz, A) =P(z,AxS) et Pi(x,A) =P(x,5 x A).



On pose
1

Alors @ est une probabilité de transition sur (S5, 8), i.e.,
e Q(x,-) est une mesure de probabilité sur (S,8);
e Q(-, A) est une fonction mesurable pour tout A € 8.

On désigne par (Y, )men la chaine de Markov de probabilité de transition Q. Cette chaine
de Markov correspond aux données d’une lignée aléatoire prise dans la population. Elle
peut en effet étre définie récursivement comme suit. On se place initialement sur le sommet
() et on pose Yy = Xy. Pour tout m € N, si on se trouve sur le sommet u € G,,, alors on
choisit I'un des sommet un, n € {0, 1}, avec probabilité 1/2 et on pose Y11 = Xyuy. Dans la
suite, nous parlerons de “chaine marquée” pour désigner cette chaine de Markov. La chaine
marquée joue un role fondamental dans la théorie des chaines de Markov bifurcantes, en
particulier pour I'analyse asymptotique et non-asymptotique des fonctionnelles additives
(voir par exemple [23, 62]). Dans [62], Guyon a montré que si la chaine marquée (Y;;,)men
est ergodique, de mesure invariante p, alors pour une fonction test f et pour A € {G,,, T},
on a les convergences presque sires suivantes :

limy, 100 |A|TYMu(f) = (i, f)  si f est définie sur S
limy, 100 |A|TLMu(f) = (u, Pf) si f est définie sur S3.

On peut ainsi voir que la stabilité d’'un modele de Markov bifurcant est fortement liée a
celle de la chaine marquée associée. En fait, nous dirons qu’un modele de Markov bifurcant
est stable si la chalne marquée associée est stable.

1.1.4 Le processus mere-filles associé a une chaine de Markov bifurcante

Considérons une chaine de Markov bifurcante X = (X, )yer comme dans le paragraphe
précédent. Pour u € T, nous rappellons le triangle mere-filles X2 = (Xy, Xuo, Xu1). Alors
on vérifie que le processus X* = (X2, u € T) est une chaine de Markov bifurcante sur S3
de probabilité de transition P* définie par

PE(xzom1, dyyoy, dzz021) = Ouy (dy)P(y, dyo, dy1)0x, (d2)P(z, dzg, d21),
ol on pose zxgry = (z,20,x1). La probabilité de transition Q% de la chaine marquée

associée a X2, est définie par

1
Q* (zwoz1, dyyoyr) = 5(5% (dy) + 0z, (dy))P(y, dyo, dy1)-

Si on suppose que la chalne marquée est ergodique et si on désigne par u la mesure de
probabilité invariante de sa probabilité de transition Q, alors le processus mere-filles est
stable et la mesure de probabilité invariante u® de Q% est définie sur S par

p? (drzory) = p(dz)P(z, dzo, dzy). (1.2)



Remarque 1.4. L’utilisation par nous du “caractére Markovien” du processus X* est
trés récente (voir par exemple [17]). Le choiz de faire apparaitre ce processus dans cette
introduction vient du fait que, a mon avis, c’est un élément fondamental de la théorie des
chaines de Markov bifurcantes.

1.1.5 Les many-to-one formulae

Ce sont certainement I’un des outils les plus indispensables a ’analyse des chaines de
Markov bifurcantes. En effet, a ma connaissance, excepté les études faisant intervenir les
inégalités de concentration, toutes les autres études dans la théorie des chaines de Markov
bifurcantes font appels a ces formules d’'une maniere ou d’'une autre. Grosso-modo, l'idée
derriere les many-to-one formulae est de dire que, pour une fonction f définie sur S et
deux entiers naturels n et p tels que n est tres grand devant p, le moment d’ordre p de
Mg, (f) est égal a lespérance de |G,|Pf(Xy,)... f(Xy,), ou I,...,I, sont p individus
choisis uniformément avec remise dans la génération G,,. Ensuite, a I'aide des techniques
combinatoires, on est capable d’obtenir des expressions exactes de ces moments. Je renvoie
a [23, 62] pour le calcul des moments d’ordre 1 & 4. L’importance des many-to-one formulae
réside dans le fait que sous certaines hypotheses, notamment l’ergodicité géométrique de
la chaine marquée, elles permettent de controler les moments des fonctionnelles additives
de chaines de Markov bifurcantes (voir par exemple [23]). Ces controles, comme nous le
verrons dans la suite, sont souvent des outils essentiels pour l'obtention des principaux
résultats.

1.2 1l était une fois ...

Les modeles de chaines de Markov bifurcantes ont été introduits dans littérature pour
comprendre les mécanismes de la division cellulaire chez Escherichia Coli (E. Coli en
abrégé). E. Coli est une bactérie en forme de tige qui se reproduit en se divisant en deux,
produisant ainsi deux filles : une qui possede 'extrémité la plus récente de la mere et que
I’on appelle fille de type “0” et 'autre qui possede 'extrémité la plus ancienne de la mere
et que 'on appelle fille de type “1”. L’age de chaque cellule est alors donné par ’age de
son ancienne extrémité au sens du nombre de divisions depuis lesquelles cette extrémité
existe (voir Figure 1.2).

Le premier modele de chaine de Markov bifurcante, appelé processus bifurcant au-
torégressif “linéaire” symétrique (BAR symétrique, en abrégé), a été introduit par Cowan
et Staudte [39] dans le but d’analyser les données issues de la division cellulaire de E. Coli.
Ce modele est défini comme suit. On tire le trait Xp, de la cellule initiale, suivant une
mesure de probabilité v sur R et pour chaque cellule u € T, les traits X,o et X, de ses
filles sont liés au sien par les équations d’autorégression

Xw=aX,+ew et Xy =aX,+eu, (1.3)



Ty — -— Extrémité

(: Grossissemeant cellulaire
m Début de dmvision cellulaires

Cellule -- Cellule
nouvelle &xtrémics / \ ancienne extrémité

et e = ) i
extrémité l extre'mites l exIrémite

Cellule nouvelle l Cellule ancienne
extrémité pour axtrémité pour
- - 20 moins deux - - au moins deux
/ \:Iwmmns / \:Imsluns

FIGURE 1.2 — Division cellulaire de E.Coli

ou a € [—1,1] et ((cuo,€u1),w € T) forme une suite de couples aléatoires i.i.d., de loi
normale bidimensionnelle de moyenne (b, b) et de matrice de variance-covariance

avec o2 > 0 et |p| < 1. Notons que le processus BAR symétrique défini précédemment est
une chaine de Markov bifurcante de mesure initiale v et de probabilité de transition

1 1
Pla,dy,dz) = ——F—=ex (—20_2(1_102)9(957%2)) dydz,

exXp
2wo2\/1 — p?

avec
g(z,y,2) = (y — ax — b)*> — 2p(y — ax — b)(z — ax — b) + (z — az — b)>.
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Apres ces travaux de Cowan et Staudte, le processus BAR a été intensivement étudié et
plusieurs extensions ont été proposées. On peut citer entre autre les travaux de Basawa
et Zhou [7] ot, & notre connaissance, le terme chaine de Markov bifurcante a été utilisé
pour la premieére fois. Mais, c’est Guyon [62] qui a jeté les bases d’une théorie pour les
chaines de Markov bifurcantes afin d’étudier rigoureusement la question de I'asymétrie
dans la division des cellules. En effet, une des questions fondamentales que souleve le
mode de reproduction des cellules est celle de savoir si oui ou non la division des cellules
est symétrique. Par exemple :

— a la naissance les soeurs ont-elles la méme taille 7, le méme poids? ... etc

— les nutriments de la mere se partagent-ils de facon égale aux deux soeurs ?

— le cycle cellulaire est-il le méme pour deux soeurs ?
Plus généralement, la polarisation des cellules est un processus fondamental dans la bio-
logie cellulaire. L’asymétrie lors de la division cellulaire a été observée et étudiée dans
différents contextes, voir par exemple [73] pour les plasmides, [98] pour 'ADN extrachro-
mosomique, [70] pour les mitochondries et [5] pour les parasites. Afin de résoudre le
probleme de I'asymétrie dans la division des cellules, Guyon & al [63] et ensuite Guyon
[62] ont introduit une généralisation du modele de Cowan et Staudte, que nous appelons

processus BAR asymétrique définie comme suit. On tire le trait initial X suivant une
mesure de probabilité v sur R et pour tout u € T :

{Xuo = apXy + bo + €0 (1 4)

Xu1 = a1 Xy + b1 +€u1,

avec ag,a; € (—1,1), bop,b1 € R et ((euo,€u1), v € T) une suite de couples aléatoires
Gaussiens bidimensionnels N(0,I") indépendants et indépendants de Xy, de matrice de
variance-covariance

oun o > 0 et |p| < 1. Alors, le processus X = (X,,u € T) est une chaine de Markov
bifurcante de mesure initiale v et de probabilité de transition P donnée par :

P(z,dy,dz) = R — < ;g(%ya Z)) dydz,

exp | —
21024/1 — p? 202(1 — p?)

avec
9(z,y,2) = (y — aoz — bo)? — 2p(y — agz — bo)(z — a1 — by) + (z — arx — by)*.
La probabilité de transition de la chaine marquée est Q définie par :

Qx,dy) = y—aoz—bo)? /202 +e—(y—a1z—b1)2/202) dy.

1 (e_(
2V 2mo?
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En utilisant alors sa théorie sur les chaines de Markov bifurcantes, Guyon a pu mettre en
évidence le fait qu’il existe bien une asymétrie dans la division cellulaire. En particulier,
des preuves statistiques ont été apportées sur le fait qu’une cellule qui vieillit a tendance a
se multiplier plus lentement qu'une jeune cellule. Les travaux de Guyon ont été généralisés
plus tard par Delmas et Marsalle [44] et ensuite par De Saporta, Gegout-Petit et Marsalle
[42]. Dans ces travaux, afin de prendre en compte le fait que certains traits ne peuvent-étre
mesurés, elles (et il) utilisent des arbres de Galton-Watson “binaires” pour modéliser les
généalogies. 11 a été ainsi introduit le concept de chaines de Markov bifurcantes sur un
arbre de Galton-Watson. Je souligne qu’au cours de ces dernieres années, je n’ai pas poussé
les recherches vers cette direction. En effet, puisque mon objectif était de comprendre les
mécanismes autour des chaines de Markov bifurcantes, j’ai fait le choix délibéré de me
concentrer sur les processus indexés par des arbres binaires réguliers, réservant pour plus
tard des extensions aux arbres de Galton-Watson.

A la suite des travaux de Guyon, nous avons continué a enrichir la théorie avec I’étude
des inégalités de concentration et du principe de déviations modérées pour les fonction-
nelles additives de chaines de Markov bifurcantes [22, 23, 15]. Nous avons en particulier
étudié les inégalités de déviations et le principe de déviations modérées pour les estima-
teurs des parametres associés au modele BAR. Dans ces travaux effectués durant ma these
de doctorat, nous avons vu apparaitre, pour la premiere fois dans les modeles de Markov
bifurcants, un comportement qui s’apparente a “une compétition” et dont 'arbitraire est
le taux d’ergodicité géométrique de la chaine marquée. Ce phénomeéne nous a semblé d’au-
tant plus curieux qu’il n’apparaissait pas dans les travaux antérieurs, notamment ceux
de Guyon, Delmas et Marsalle, De Saporta & al. Des extensions du modele BAR ont été
intensivement étudiées dans un cadre non-Markovien [8, 9, 10, 30, 40]. Dans ces travaux,
les auteurs ont principalement pris avantage de la structure autoregressive du modele.

En plus de la question sur I'asymétrie de la division cellulaire, la question de I’estima-
tion du taux de division des cellules a été posée. Cette question a fait 'objet de nombreuses
études en statistique. A ce sujet, on peut citer par exemple les travaux de Doumic & al. [53]
ou les données de la population T et la théorie des CMBs ont été utilisées pour construire
et étudier un estimateur a noyaux pour le taux de division des cellules. Ce travail de Dou-
mic & al. est & ma connaissance le premier qui traite de I’estimation non-paramétrique
dans les modeles de Markov bifurcants. Nous nous en sommes d’ailleurs beaucoup inspirés
ces dernieres années.

1.3 ... et aujourd’hui

L’engouement autour de la division cellulaire reste toujours grande et les modeles de
Markov bifurcants sont tres souvent utilisés pour expliquer les mécanismes de cette divi-
sion. De nouvelles questions émergent, ouvrant ainsi des pistes nouvelles pour la recherche.
Sans étre exhaustif, je citerai par exemple les travaux de Hughes & al [69] ou les auteurs
s'intéressent aux facteurs qui influencent le cycle cellulaire, i.e. le processus conduisant
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a la division cellulaire. Ce travail donne des motivations pour 'ouverture d’un nouveau
champ dans 'inférence des modeles de Markov bifurcants a savoir “les chaines de Markov
bifurcantes cachées”. Je pourrai également citer les travaux de Marzena & al. [84] ot les
auteurs s’intéressent a 'impact de la dynamique du cycle cellulaire sur le comportement
a long terme de la population étudiée.

1.4 Mes motivations et mes travaux

Plusieurs raisons m’ont convaincu depuis la fin de ma theése de doctorat de continuer
la recherche sur les chaines de Markov bifurcantes.

Tout d’abord, les différentes études qui avaient été menées depuis les travaux de Cowan
et Staudte [39] n’avaient traité que de 'estimation des parameétres réels dans les modéles
BAR. De plus, le différentes extensions qui avaient été proposées supposaient toujours
une relation “linéaire” entre les traits des parents et ceux des enfants. Il se posa alors la
question de considérer des modeles qui pourraient prendre en compte des relations plus
complexes entre le trait de la mere et ceux des filles. C’est dont ainsi que nous avons
introduit la notion de processus bifurcant autorégressif non-linéaire (NBAR, en abrégé).
L’étude de ce modele a fait 'objet de deux articles publiés en collaboration avec Adélaide
Olivier [27, 28].

I1 ressort de la théorie introduite par Guyon [62] que I’étude des chaines de Markov
bifurcantes et par conséquent celle des modeles de Markov bifurcants est fortement liée
a la connaissance de la mesure invariante de la chaine marquée et de la probabilité de
transition de la chaine de Markov bifurcante. Toutefois, il se trouve que ces deux quan-
tités sont inconnues, de telle sorte que leur estimation a partir des données est d’une
importance fondamentale. En effet, toute étude, ou presque, sur les modeles de Markov
bifurcants requiére leur connaissance. C’est ainsi qu’au cours de ces derniéres années, je
me suis intéressé a l'inférence statistique pour les modeles de Markov bifurcants. En pre-
nant en compte la structure des données, nous avons développé des méthodes permettants
d’estimer les parameétres fonctionnels des modeles de Markov bifurcants [26, 27, 29].

L’étude des estimateurs que nous avons développé a parfois nécessité d’établir des
inégalités de concentration pour les fonctionnelles additives de chalnes de Markov bifur-
cantes. Ce travail a été fait dans [23, 26] sous des conditions d’ergodicité géométrique
uniforme de la chaine marquée. Il se posa alors la question de ’obtention des inégalités de
concentration pour les chaines de Markov bifurcantes sous des conditions plus “faibles”.
C’est ainsi que dans [24], nous avons étudié les inégalités de transport pour les chaines de
Markov bifurcantes, ce qui nous a permis d’obtenir des inégalités de concentration sous
des conditions plus “faibles”. Toutefois, les inégalités que nous avons obtenu en utilisant
la théorie du transport optimal ne sont que partiellement satisfaisantes. La question de
I’obtention des inégalités de concentration pour les chaines de Markov bifurcantes reste
donc ouverte.

Dans [26, 27, 29], nous avions travaillé sous une hypotheése d’ergodicité géométrique
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de la chaine marquée. En plus nous avions supposé que le taux d’ergodicité géométrique
est plus petit que 1/2. La question qui se posa par la suite fut naturellement celle de
savoir ce qui se passe lorsque le taux d’ergodicité géométrique de la chaine marquée est
plus grand que 1/2. Cette question est d’autant plus pertinente que dans [23], nous avions
déja observé que dans certains cas particuliers, pour le principe de déviations modérées
des fonctionnelles additives de chaines de Markov bifurcantes, la vitesse est fonction du
taux d’ergodicité géométrique de la chaine marquée. Il fut donc question pour nous de
comprendre le role joué par ce taux dans la détermination de la vitesse de convergence des
estimateurs. Pour répondre a cette question, avec Jean-Francois Delmas, nous choisimes
d’étudier premierement les fluctuations des fonctionnelles additives des chaines de Markov
bifurcantes [20, 19]. Je souligne que les deux travaux précédents sont une avancée majeure
dans la théorie des chaines de Markov bifurcantes. Ceci nous permit alors dans [21] de
proposer un théoreme central limite pour l'estimateur a noyau de la densité invariante
de la chaine marquée. Plus tard, avec Gorgui Gackou [25], nous complétames en partie
les travaux de [23] en étudiant le principe de déviations modérées pour les fonctionnelles
additives de chaines de Markov bifurcantes. La complétion venant du fait que dans [25],
nous considerons les fonctions qui dépendent d’une seule variable. Je compléta également
plus tard les travaux de [21] en étudiant le principe de déviations modérées pour 'estima-
teur & noyau de la chaine marquée [16]. J’étendis ensuite dans [17] les résultats de [20] au
processus mere-filles, ce qui me permit de faire une étude asymptotique de I’estimateur a
noyau de la densité de la transition d’une chaine de Markov bifurcante [18].

Le comportement en temps long des individus ayant des traits extrémes, i.e. tres
grands ou tres petits, attira également notre attention. C’est ainsi qu’avec Vincent Bansaye
[6], nous nous intéressames au comportement asymptotique du nombre de cellules d’une
génération dont les traits sont tres grands ou tres petits dans le modele BAR linéaire
Gaussien. Mathématiquement, ceci nous conduisit a I’étude des grandes déviations pour
les variables explicatives dans un modele autorégressif a coefficients aléatoires.

1.4.1 Moralité

Il ressort de tous ces travaux que l'influence du taux d’ergodicité géométrique de la
chaine marquée sur : le comportement asymptotique et non-asymptotique des fonction-
nelles de chaines de Markov bifurcantes, le choix et le comportement des estimateurs des
parametres, n’est pas un artefact da aux calculs ou a un déficit de techniques de calcul.
Cette influence est liée & la structure du modeéle qui impose une compétition entre la loi
du processus et le taux de reproduction de la population. Cette compétition fait ainsi ap-
paraitre une transition de phase autour d’un seuil critique du taux d’ergodicité géométrique
de la chaine marquée. Il ressort aussi que le seuil critique n’est pas universel puisqu’il varie
en fonction du probléme que I'on traite et des fonctions qui sont utilisées. Toutefois, dans
le cadre de I'estimation non-paramétrique, et selon que les inégalités de concentration in-
terviennent ou non dans les études, nous avons vu apparaitre régulierement deux valeurs
critiques, 1/2 et 1/v/2.
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1.5 Pour ’'avenir

L’étude des processus empiriques pour les chaines de Markov bifurcantes et leurs ap-
plications a l'obtention et a I’étude des estimateurs robustes des parametres dans les
modeles de Markov bifurcants est un challenge qui mérite d’étre mené. Cette étude est
d’autant importante qu’elle facilitera a terme la résolution d’un probléme qui me tient
particulierement & coeur : “la construction d’un test d’asymétrie en se basant uniquement
sur les estimateurs des transitions marginales Py et P; de la transition P”. Je souligne
que j’ai commencé en partie I’étude des processus empiriques dans le but de construire et
d’étudier les estimateurs des moindres carrés de la densité de transition pour les modeles
de Markov bifurcants. Un article est actuellement en cours de rédaction.

Avec Marc Hoffmann et Angelina Roche, nous avons initier une étude qui nous permet-
tra a terme, d’une part d’obtenir, pour toutes les valeurs du taux d’ergodicité géométrique,
des bornes minimax pour les estimateurs & noyaux des fonctions d’intéréts dans les modeles
de Markov bifurcants. L’autre objectif de cette étude est de construire des estimateurs mi-
nimax adaptatifs pour ces fonctions d’intéréts. La particularité ici est que nous considérons
désormais le taux d’ergodicité géométrique de la chaine marquée comme un parametre de
régularité, au méme titre que la régularité des fonctions a estimer.

Comme je l'ai précisé précédemment, les travaux de Hughes & al [69] nous donne des
motivations pour ’étude des “chaines de Markov bifurcantes cachées”. En s’inspirant par
exemple des travaux de Lacour [75], je pense qu’il est tout & fait possible de mener & bien
cette étude.

Je note que les études et les projets précédents sont tres liés au fait que la chaine
marquée est géométriquement ergodique. Une question naturelle qui se pose est celle de
savoir ce que deviendraient nos résultats dans les cas ou la convergence de la chaine
marquée vers I’équilibre est sous-géométrique. La compétition que nous avons observé dans
le cas géométrique reste t-elle toujours valable dans ce cas? Si oui comment s’exprime t-
elle? Cette question, a mon avis, peut-étre le point de départ d’'un projet de recherche
passionnant.

J’ai en projet plusieurs sujets qui pourraient faire ’objet d’une these. Dans I'un des plus
récents, il est question de s’intéresser a divers méthodes d’estimation dans les modeles de
Markov bifurcants, ainsi que dans les modeles en finance. Ceci me permettra notamment
de m’ouvrir sérieusement a I’étude d’autres modeles dans I’avenir.

A présent, la suite de ce mémoire est consacrée a une synthese de mes travaux. Chaque
grand theme fait ’objet d’un chapitre.
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Chapitre 2

Estimation a noyaux dans les
modeles bifurcants autorégressifs
non linéaires

Ce chapitre est issu des article [27, 28] écrit en collaboration avec Adélaide Olivier. I1
était question pour nous de généraliser le modele de Cowan et Staudte en proposant un
modele prenant en compte des relations plus complexes entre le trait de la mere et ceux

des filles.

2.1 Introduction

Nous travaillons dans un espace de probabilité (2, F,P). Pour une mere u € T, nous
supposons que le trait X, est a valeurs dans R muni de sa tribu borélienne Br. Nous
supposons que les traits X,o et X,1 des filles ne dépendent du passé qu’a travers le
trait X, de la mere via un systeme d’équations d’autorégression. On a alors la définition
suivante.

Définition 2.1 (Processus NBAR). Soit v une mesure de probabilité sur (R, Br), g- la
densité d’une mesure de probabilité sur (R?, Br ® Br) et fo, f1 : R — R deuz fonctions.
On dit que (X,,u € T) est un processus bifurcant autorégressif non linéaire (NBAR, en
abrégé) de mesure initiale v et de fonctions d’autorégression fo et f1 si

— Xy est distribué selon v ;

— Pour chaque u € T,
Xuo = fo(Xu) +euwo et Xur = f1(Xu) + €ut,

0t ((euo,eu1),u € T) est une suite de couples aléatoires i.i.d. centrés de densité
commaune ge.
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Remarque 2.1. Une observation fondamentale dans les études qui seront menées dans
la suite est que le processus (Xy,u € T) ainsi défini est une chaine de Markov bifurcante
de mesure initiale v et de probabilité de transition P définie par

P(x,dy,dz) = g:(y — fo(x), 2 — f1(x))dydz.

La chaine marquée (Yo )men est le processus autorégressif non linéaire défini comme suit :

Yo = X
Yoo = fi, Ym—1) + e, Ym > 1,

0l (Lm)m>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre 1/2
et (e],)m>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendantes de (X,,u € T) et
distribuées selon une loi ayant pour densité (go + g1)/2, ot les densités marginales go et
g1 sont définies par :

90(’):/H§95('7y)dy et 91(-):/Rgg(ﬂs,-)daz.

La probabilité de transition Q de la chaine de Markov (Yi,)men est définie explicitement
par

Q(z,dy) = %(90 (y— fo(z) +91(y — fl(w)))dy-

2.2 Estimations des fonctions d’autorégression

Vu le réle central que joue les fonctions fy et f; dans les modeles NBAR, une question
naturelle qui se pose est celle de leur estimation a partir des données issues de I'arbre
binaire. Pour cela, en nous inspirant des travaux qui avaient été faits pour les modeéles
de régressions et les series temporelles autorégressifs, (voir par exemple [67, 85, 96, 104]),
nous faisons usage des estimateurs de type Nadaraya-Watson, généralisant ainsi I'usage de
cette méthode dans le cadre des modeles autorégressifs indexés par un arbre binaire.

Soit D C R un intervalle compact. Alors, pour tout x € D, nous proposons d’estimer
(fo(x), fi(x)) & partir des observations (X,,u € T, 11) par

‘Tnlil Z% Khn(ilf _Xu)Xm
i uecly
(fb,n(x) ~ TS e Xy v {0, 1}), (2.1)

’U,ETn

ott + € {0,1}, @, > 0 et nous posons Kp, () = h,'K(h;') pour h, > 0 et le noyau
K:R—Rtel que [ K =1

Ce travail a deux objectifs principaux. Premierement, faire une étude asymptotique et
non-asymptotique des estimateurs définis dans (2.1). Ensuite proposer un test qui nous per-
mettra de dire si le phénomene étudié est symétrique ou non. L’étude non-asymptotique
comprend principalement le controle du risque quadratique au sens minimax. L’étude
asymptotique comprend la convergence presque stire, la normalité asymptotique et le prin-
cipe de déviations modérées.
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2.3 Comportement non-asymptotique des estimateurs ﬁn

2.3.1 Contraintes sur le modele

Nous travaillerons sous les contraintes suivantes qui assurent la stabilité du modele.

— Soit v € (0,1) et £ > 0. On suppose que les fonctions d’autorégressions fy et fi
appartiennent a la classe F(v,¢) des fonctions continues f : R — R telles que

If(2)] < vlz|+ ¢ Yz eR.

— Soit r > 0 et A > 2. On suppose que les densités marginales gg et g; appartiennent
a la classe G(r, \) des fonctions positives continues g : R — [0, +00) telles que

1

< TTap pour |z| > 7.

9()

Remarque 2.2. Lorsque A > 3, la matrice de variance-covariance I' de (g9,€1),
appelée matrice de covariance du bruit, est bien définie et sera donnée par

I = 0'(2) pPO001 (22)
pPo0o1 0%7 ’ '

avec 0g,01 >0 and p € (—1,1).

— Pour chaque m > 0, nous posons

o(m) = min{ inf go(z); inf gl(a:)} et My=1{0+E[|e}]] < oo, (2.3)

|| <m |z] <m
avec €] une variable aléatoire distribuée selon une loi de densité (go + g1)/2. Alors
on suppose qu’il existe M; > 2My/(1 — ) tel que 2M10((1 + )My + £) > 0.

Notons que les trois contraintes ci-dessus sont suffisantes pour montrer ’ergodicité géométrique
de la chaine marquée. On pourra par exemple se référer aux travaux [3, 11, 35] ou ler-
godicité géométrique est étudiée pour les processus autorégressifs non linéaires. Toutefois,
dans notre cas, nous aurons besoin d’un contréle plus fin du taux d’ergodicité géométrique

de la chaine marquée qui doit étre plus petit que 1/2. Dans ce contexte, les travaux cités
précédemment deviennent insuffisants et des conditions supplémentaires sont nécessaires.
Nous faisons alors les hypotheses suivantes.

Hypotheése 2.1. [l existe n > 0 tel que
L
Y 9 n
et il existe My > 2My/(1/2 —n — ) tel que

2M16((1+ )My +0)) > %
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Pour chaque M > 0, posons

golleo + 91 r
() = 190l ! I Hoo/ / i dsdy.
ly|>M xeRl—i—‘y—fﬂml—E‘ /\}y+fy|:v\+€‘
Hypothése 2.2. Pour My > 0 tel que n(Msz) < 1, il existe Mg > ¢ + yMay tel que
5(M3) > 0.

L’hypothese 2.1 garantit que la chaine marquée (Y,)men est géométriquement er-
godique et que le taux d’ergodicité géométrique « est strictement plus petit que 1/2.
Plus précisément, nous avons le résultat suivant ou la fonction V est définie sur R par
V(z) =1+ |z|.

Lemme 2.1 (Ergodicité géométrique de la chaine marquée). Soity € (0,1), £ >0, r >0
et A > 2. Alors, pour chaque (fo, f1) € F(v,£)? et pour chaque ge tel que (go,g1) € G(r,7)?,
il existe une unique mesure de probabilité p de la forme p(dx) = p(z)dx sur (R, Br), une
constante R > 0 et a € (0,1) telles que

sup  sup [Q"g(z) — (1, 9)] < RV (z)a™, xz€R, m2>0.
(fo,f1)€F(7,0)2 |g|<V

De plus, sous Uhypothése 2.1, on peut choisir o € (0,1/2).

La preuve du Lemme 2.1 repose essentiellement sur les travaux de Hairer et Mattingly
[65]. Nous renvoyons a [27], Lemme 13, pour plus de détails. Quant & 'hypothese 2.2, elle
assure que la densité invariante p est positive sur un intervalle non vide. Plus précisément,
nous avons le résultat suivant dont nous renvoyons a [27], Lemme 17, pour plus de détails.

Lemme 2.2. Soit v € (0,1/2), £ > 0, r > 0 et A > 3. Pour chaque g. tel que (go,q1) €
G(r, \)? satisfait les Hypothéses 2.1 et 2.2, il existe d = d(7, 4,7, ), ||golloo; ||g1]|oc) > O tel
que pour chaque D C [—d, d],

inf inf pu(x) > 0.
(fo,f1)EF(v,£)2 xeDM( )
2.3.2 Bornes de convergence pour les estimateurs fALn

Nous allons & présent donner les résultats principaux de cette section. Avant cela,
commencons par compléter le cadre de ces résultats. Nous faisons I’hypothese suivante sur
le noyau.

Hypothese 2.3. Le noyau K : R — R est une fonction bornée a support compact et pour
un entier naturel ng > 1, on a ffooo 2P K (z)dx = Lip—oy pour k=1,...,no.

Remarque 2.3. Nous renvoyons a Tsybakov [101], Chapitre 1, pour des exemples et la
construction des noyaux vérifiants I’Hypotheése 2.5.
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Théoréme 2.1 (Borne supérieure de convergence). Soit v € (0,1/2), £ > 0, 7 > 0 et
A > 3. On considére les estimateurs (fon, fi,n) définis en (2.1) avec un noyau K vérifiant
U’Hypothése 2.3 pour un certain ng > 0,

By o< | T, |7/ (26+1)

et @w, > 0 tel que w, — 0 lorsque n — oo. Pour chaque L,L' > 0 et 0 < 3 < ny,
pour chaque g. tel que (go,g1) € (9(7“ A)N f]-(ﬁ(L’))2 satisfont les Hypothéses 2.1 et 2.2,
il eziste d = d(~,%,90,91) > 0 tel que pour chaque intervalle compact D C [—d,d] tel que
D # (0, pour chaque x € D et pour toute mesure de probabilité initiale v(dx) sur R telle
que v(1+] - 1)?) < oo,

swp B[ (fon(@) — (@) + (Frn@) = £1(@))’]
(fouf1)E(F(v.0N3e (L))

1/2
< VT, ~P/20+D),

Remarque 2.4. En se basant sur le Lemme 2.2, il est possible de choisir n assez grand
tel que le seuil w, vérifie

O<mn<s il infp()
@ 9 mn inf p(x).
"2 (fo,f1)€F(7,£)? mGD'u

En fait, le choix de w, doit étre fait de telle sorte qu’il majore la borne supérieure de
convergence uniquement d’un facteur lent. Ainsi, dans la pratique, le choiz w, = log(n)~!
est pertinent.

Principales idées de la prewve (voir [27], paragraphe 6.3, pour plus de détails). soit x € D.
Pour ¢« € {0,1}, on a la décomposition suivante :

ﬁn(l’) ~ f(z) = AMb,n(x) Lypn(z) — (uf) () _ fin () V @y — pu(2) filz),  (2.4)

Fn@) Ve T () Vo (@) V
avec
Min(e) = 3 Ko = X (25)
Lunl®) = 7 3 Koo = X)L (X),
fin() = |T1|Z Ky (2~ X, (26)

Ainsi, en utilisant le fait que f, est bornée sur D, uniformément sur la classe F(v, /), on
obtient

E, | (Funl@) = £:@))*] S w2 (Bu| (Mon(2))*] + By | (Lin(@) = (1uf) @) ]
+ B, | (finl@) vV — p(@)*]). (27)
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On termine alors la preuve en controlant successivement les trois termes du membre de
gauche de (2.7). Pour cela on fait usage des many-to-one formulae et du Lemme 2.2. [

Remarque 2.5. Notons que fi(x) défini en (2.6) est l’estimateur de la densité invariante
de la chaine marquée. Dans le contexte du Théoréme 2.1, on montre que

N =28
swp By (n(x) — )] S [Tl
(fo.f1)E(F(v.0N3e (L))

Nous renvoyons a [27], paragraphe 6.2 pour plus de détails. Nous reviendrons dans les
chapitres suivants sur l’étude de cet estimateur dans un cadre plus général.

Le Théoreme 2.1 est complété avec le résultat suivant.

Théoréme 2.2 (Borne minimax de convergence). On suppose que g. est la densité d’une
loi normale bivariée centrée. Soit D C R un intervalle compact. Pour chaque v € (0,1),
£>0,8>0etL>0, i existe C >0 tel que, pour chaque x € D,

liminf _inf  sup P(|Tol”/ (| fon(2) = fo(@)| + [finle) = i(@)]) =€) >0,
OO (Fomsfim) (fouft)

ot linf est pris sur l'ensemble de tous les estimateurs basés sur les observations (X, u €
Tn1) et le sup est pris sur Uensemble de toutes les fonctions (fo, f1) € (F(v, 6)0%%(L))2.

Idées de la preuve. La preuve du Théoreme 2.2 utilise I'approche basée sur deux hy-
potheses (voir par exemple [101], paragraphe 2.5), ainsi que les many-to-one formulae.
Pour plus détails, nous renvoyons a [27], paragraphe 6.4. O

2.4 Normalité asymptotique des estimateurs f,,
Tout d’abord, notons que les estimateurs fm sont fortement consistants, comme nous
le montre le résultat suivant.

Proposition 2.1 (Convergence presque sire). Dans le méme cadre que le Théoréme 2.1
avec hy, < |Ty|™Y pour v € (0,1), on a

() o= ().

Idées de la preuve. La preuve de ce résultat repose principalement sur I’égalité suivante

M, n(x) + L, n(x)
Un(z) V ooy,

lorsque n — —+00.

Ffunlz) =

)

ou M, n(x), L, n(x) et Uy (z) ont été définis en (2.5)-(2.6). Nous renvoyons a [27], paragraphe
6.5 pour plus de détails. O
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Pour I'étude de la normalité asymptotique de nos estimateurs, nous avons besoin des
hypotheses supplémentaires sur le bruit. Plus précisément, nous supposons que A > 5, ce
qui assurera que E[e§ + €}] < 0o. Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 2.3 (Normalité asymptotique sans l'expression du biais). Dans le méme cadre
que le Théoréme 2.1 avec X > 5 et hy, o< |Tp|™7 pour y € (1/(28+1),1), on a

T (B0 ) o) e = )

ou I' désigne la matrice de covariance du bruit définie en (2.2) et 0o = (0,0). En outre,
pour k points distincts x1,...,x, dans D, les couples

]%,n(l'g) — fO(SUg) B
((ﬁ,n(xg) _ f1($5)> ) {= 1, .. ,k>

sont asymptotiquement indépendants.

Remarque 2.6. Méme si le Théoreme 2.3 nous fournit la convergence vers une Gaus-
stenne centrée, ce qui est pratique pour les tests d’hypotheéses, il souffre du fait que la fenétre
optimale est exclue dans le choir des estimateurs. Le théoréme qui suit va résoudre cette
“imperfection”, mais le pris a payer est la présence d’un biais.

Théoréme 2.4 (Normalité asymptotique avec I'expression du biais). Dans le méme cadre
que le Théoréme 2.1 avec A > 5 et B un entier naturel,

(i) Si e |T,|he — K avec k € [0,00) lorsque n — +oo, alors

Tl (%”Ei%_ﬁii) s Ny (kma(), Ba(e)  avee Ba(a) = [K3(u(x)) T

et

~ Blu() (uf1)° () = u (@) fa(x)
(ii) Si Wor/|Tnlhn — +00 lorsque n — +o00, alors

-8 fz)vn(l')_fo(x) P o
hy, (fl,n(l‘)—fl(x)> —— my(x).

1P g, (1fo)? (@) — 1P (@) fola)
ma(a) AyK@@( ).

Remarque 2.7. Nous soulignons que ce résultat s’étend au cas des B non entiers en
utilisant les dérivées fractionnaires. Notons toutefois que la définition de ces dérivées n’est
pas unique (voir par exemple [100, 102]). Nous faisons le choix de ne pas utiliser cette
notion ici afin d’alléger I’exposé.
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Idées de preuve des Théorémes 2.3 et 2./ (pour plus de détails, voir [27], paragraphe 6.6).
Soit x € D. La preuve utilise la décomposition suivante :

o (Jon@ =fo@)\ _ 1 f (M)
" (fl,n@:) - fl(w)> ﬂn(ﬂvwﬂ{ " (Ml,n@:))

ol, an = +/|Tp|hn, pour ¢ € {0,1}, M, ,,(x) est defini en (2.5),

Nin(x) = ’1 Z Ky, (z — Xu)(fL(XU) - fL(ﬁU)),

Tn‘ ueTy,
Ry(@) = (in(@) = (fin @) V @) ) fi2),

et fin(z) est défini en (2.6). La stratégie est alors la suivante. On montre premierement
que les deux derniers termes du membre de droite de 2.8 convergent presque stirement vers
0 (pour le Théoreme 2.3) et, pour le Théoreme 2.4, que le deuxiéme terme du membre
de droite de (2.8) converge presque stirement vers £Km(7)1 <00} + M(7)1{,—s). Ceci
se fait en utilisant les many-to-one formulae, le développement de Taylor et le Lemme de
Borel-Cantelli. Dans un deuxiéme temps, on montre que

MO,n(x)
VI (i)
est une martingale par rapport a une filtration engendrée par une transformation du
processus mere-filles. On fait alors usage du théoréeme central limite pour les martingales
(voir par exemple [54], paragraphe 2.1.3 et 2.1.4). On obtient la normalité asymptotique
voulue en remarquant que pi,(z) V w, converge presque sirement vers pu(x) lorsque n
tend vers l'infini. L’indépendance asymptotique évoquée dans le Théoreme 2.3 est une
conséquence des propriétés des lois gaussiennes. ]

2.5 Construction d’un test d’asymétrie

Nous allons a présent construire un test permettant de décider si oui ou non les fonc-
tions d’autorégression fy et f1 sont égales. Pour cela, nous choisissons de discriminer entre
les hypotheses Hy et H; définies comme suit. Soit x1,...,x; des points distincts dans R.

Hy : Ve {1, ... ,k},fo(mg) = fl(xg) et Hy:3 e {1, ... ,k},fo(mg) % fl(xg).

Dans les études paramétriques, ce type de test est souvent appelé test du vieillissement
cellulaire. En effet, il a été utilisé pour mettre en évidence le fait qu'une cellule qui vieillit
a tendance a moins croitre et par conséquent se reproduit plus lentement. D’ou le nom
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de “test du vieillissement cellulaire” qui lui a été attribué, voir par exemple [62]. Afin
de construire notre statistique de test, nous avons besoin de construire un estimateur
convergeant en loi vers une gaussienne centrée a la vitesse optimale. Pour cela, nous nous
inspirons des travaux de Bierens [12]. Soit ( fLﬁL) (z),¢ € {0,1}) les estimateurs (2.1) avec la

fenétre b o |T, |~V 284D et soit (f ( ),¢ € {0,1}) les estimteurs (2.1) avec la fenétre
hY T, |~%/(2641) pour un certain § € (0, 1). Nous définissons

_ -B(1-%8) _ —B(1-9)
(Fin(@) = (U= 1Tl 72557 ) (78 @) = Tl 250 f0(@),0 € {0,1}).  (29)
Nous avons le résultat suivant.

Corollaire 2.1. Dans le méme cadre que le Théoreme 2.4,

r (foala) = fol) wwee (o) = KR (u(@) "
55 (Jor2) ) 0 3000, Zale) Sa(e) = [K[3(n()) T,

pour chaque § € (0,1) dans la définition (2.9) de (fon(z), fin(z)).

Motivé par le Corollaire 2.1, nous utilisons les nouveaux estimateurs (fon(z), fi,n(z))
pour construire la statistique de test W, (x1,...,xx) comme suit.

[T |57

k
Wi(21, ... @) = ( : S fin(@o) (fom(ze) — finlae)?,  (2.10)
/=1

03 4+ 0?2 —20001p)|K

avec in(-) = |Tn| ™ Y et Khp (Xu—+), 00 by o< [Ty |7/ D) Le résultat qui suit est alors
une conséquence des résultats sur la normalité asymptotique que nous avons précédemment
établis.

Théoréme 2.5 (Test d’asymétrie de Wald). Dans le méme cadre que le Théoréme 2.4, soit

Z1,...,Tk des points distincts dans D. Alors, sous Hy, la statistique de test Wy (x1,. .., zk)
converge en loi vers une variable aléatoire du chi-deux a k degrés de libertés, et sous
Ualternative 3y, la statistique Wy, (21, ..., x) converge presque sirement vers +oo.

Idées de preuve du Corollaire 2.1 et du Théoréme 2.5. Le corollaire 2.1 s’obtient en ap-
pliquant le Théoreme 2.4 aux estimateurs ﬁ(%) et ﬁ(f;z, tandis que le Théoreme 2.5 est une
conséquence du Corollaire 2.1 et de 'indépendance asymptotique établie au Théoreme 2.3.
Nous renvoyons a [27], paragraphe 6.7 pour plus détails. ]

Remarque 2.8. Notons que dans (2.10) on peut remplacer 0(2), 0% et p par

UOn ‘T ’ ! Z (é‘\uo)Q, 3%,71 = ‘Tn‘_l Z (é\ul)27

’U,GTn ueTn

P =m0 n|Tul ™" > Euofur, (2.11)
u€eTy,

24



avec les résidus empiriques €, = Xy — ﬁn(Xu) pour u € T,. Nous affirmons que ces
estimateurs sont convergents, de telle sorte le Théoréme 2.5 reste vrai avec cette nouvelle
statistique de test. La preuve de la convergence de ces trois quantités nécessite des calculs
assez techniques que nous omettons ici.

2.6 Implémentation numérique

Nous allons a présent illustrer les résultats théoriques précédents sur des données
simulées et sur des données réelles. Nous illustrerons plus précisément les résultats du
Théoreme 2.1 et ceux du Théoreme 2.5.

2.6.1 Données simulées

Afin de vérifier la qualité de notre procédure d’estimation, nous choisissons les fonctions
d’autorégression fy et f1 définies pour tout x € R par

fo(z) = x(1/4 + exp(—xQ)/2) et fi(z)= a:(l/8 + exp(—a:Q)/Q).

Nous considerons un bruit gaussien tel que og = 01 = 1 et p = 0.3. Nous simulons M = 500
échantillons d’un processus NBAR jusqu’a la génération n + 1 = 15, de quantité initiale
Xp = 1. Afin d’'implémenter les estimateurs donnés en (2.1), nous choisissons le noyau
gaussien K (z) = (2r)~ Y2 exp(—22/2) et la fenétre h,, = |T,| /5. Nous évaluons ﬁ],n et
an sur une grille réguliere de D = [—3, 3] avec le pas Az = |T,,|~'/2. Puisqu’avec ce choix
du noyau nous ne rencontrons aucun probleme avec le dénominateur, nous posons w, = 0.
Pour chaque échantillon, nous calculons I'erreur empirique

S _ 1~ fillas
' ||fLHA:L‘ ’

ou || - [|az désigne la norme discrete sur I'espace des échantillons. Le tableau 2.1 présente

.. 4 . . — _ M j
les erreurs moyennes empiriques et les écarts-types empiriques, €, = M ! Yot efz) et

(Mfl Eij\il(efz) — EL)2)1/2 pour ¢ € {0,1}. Comme le montre le tableau 2.1, plus on aug-
mente la taille de I’échantillon, meilleur est la reconstruction de fy et fi.

La sensibilité de notre méthode a la taille des données peut aussi se voir sur la Fi-
gure 2.1, oll nous construisons une bande de confiance de 95%, de telle sorte qu’a chaque
point, les bornes supérieures et inférieures incluent 95% des valeurs estimées en ce point.
On peut voir sur la Figure 2.1 que la reconstruction est bonne dans un voisinage de 0 et
se détériore pour les points éloignés de 0. Ceci est dii au fait que la masse de la probabilité
invariante de la chaine marquée est concentrée dans un voisinage de 0, de telle sorte que
les valeurs estimées on plus tendance a tomber dans un voisinage de 0.

D’autre part, comme on peut le voir sur la Figure 2.2, erreur pour 'estimation de fy
et fi est proche de \Tn|_2/ 5 qui est I'erreur attendue dans ce cas. En effet, les fonctions

=1,...,M, .€{0,1},
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n 8 9 10 11 12 13 14
| Ty | 011 1023 2047 4095 8191 16 383 32 767
e 04442 0.3417 0.2633 0.2006 0.1517 0.1285 0.0891
sd. 0.1509 0.1063 0.0761 0.0558 0.0387 0.0295  0.0209
e; 0.6696 0.5141 0.4006 0.3027 0.2356 0.1776 0.1384
sd.  0.2482 0.1626  0.1227 0.0831 0.0622  0.0440 0.0326

TABLE 2.1 — [Données simulées| Erreur moyenne empirique relative €y (resp. €1) et son
écart-type calculés sur M = 500 arbres de Monte-Carlo, par rapport a |Ty|, pour la fonction
d’autorégression fy (resp. fi) reconstruite sur Uintervalle D = [—3, 3| par Uestimateur for,

(resp. fin)-

1

08
06—
04
02\
|
]
-0.2
04

06

0.8

/ L L L L
4 B L L L L -1
's 2 a1 o 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3

FIGURE 2.1 — [Données simulées| Reconstruction des fonctions d’autorégression fo et fi sur
D = [-3, 3] avec des bandes de confiance de niveau 95% construite sur 500 arbres de Monte
Carlo. La courbe rouge en gras représente la reconstruction de la fonction x ~ fo(x). La
courbe bleue en trait fin est la reconstruction de f1 avec des bandes de confiance de niveau
95%. A gauche : n = 10 generations. A droite : n =14 generations.

d’autorégression sont de classe C* et le noyau est d’ordre ng = 1. Ceci nous confirme
également qu’on a la bonne vitesse pour la convergence en loi.

Pour l'illustration de notre procédure de test, nous commencons par simuler les estima-
teurs définis en (2.9) dans le but de calculer la statistiques de test donnée en (2.10). Nous
utilisons encore un noyau gaussien et les fenétres h%a) = |Tn|7Y/% et h%b) = |T,|~'/10
(i.e. 5 = 1/2). Notons que le choix de 0 n’a eu aucune influence dans nos résultats
numériques. Notons que 1’étude numérique des estimateurs définies en (2.9) conduit aux
mémes résultats que ceux définies en (2.1). Pour une grille donnnée {x1, ..., xx} de l'inter-
valle [—3, 3], on rejette ’hypothese nulle Hy si la statistique de test W,, dépasse le gpieme
centile de la loi du chi-deux a k degrés de libertés. Nous construisons ainsi un test de
niveau asymptotique 5%. Afin de mesurer la performance de notre procédure de test, nous
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FIGURE 2.2 — [Données simulées] Tracé du log de ’erreur empirique relative moyenne sur

les 500 replications de Monte-Carlo par rapport au log de la taille des données log(|Ty|)

pour fo (resp. f1) reconstruite sur D = [—3,3] avec fon (ligne continue bleue) (resp. fin
(ligne interrompue bleue)) comparé au log du tauz prévue (ligne continue rouge).

calculons la proportion de rejet dans deux cas :

(Cas d’égalité) fo(x) = fi(z) = z(1/4 + exp(—z?)/2),
(Cas de différence) fo(z) = z(1/4 +exp(—2?)/2) et fi(x) = x(1/8 4 exp(—z?)/2).

On peut voir dans le Tableau 2.2 que I’hypothese nulle est de plus en plus rejetée dans
le cas de différence et de moins en moins rejetée dans le cas d’égalité lorsque la taille
de I’échantillon augmente, ce qui est le résultat que nous espérions. On peut aussi voir
I'influence du nombre de points sur notre test. Quand on augmente le nombre de points,
on augmente la proportion des rejets dans les deux cas. La moralité de cette étude est que
notre test a des bonnes propriétés pour un nombre raisonnable de points.

La deuxieme expérience a pour but d’illustrer la puissance empirique de notre test.
Nous fixons les fonction fy pour les cellules de type 0 et nous paramétrisons la fonction
d’autorégression fi de telle sorte qu’elle est progressivement proche de fj :

fo(z) = 2(1/4 + exp(—2?)/2) and fir(x) =x(r + exp(—22)/2)

avec le parametre d’interpolation 7 € [1/8,1/4]. Ce choix nous permet permet d’interpoler
entre (Cas d’égalité) et (Cas de différence). Les deux courbes de la Figure 2.3 nous
donnent la proportion de rejet en fonction du parametre 7. On peut remarquer que quand
la fonction f; » se rapproche de fy, i.e. lorsque 7 est proche de 1/4, il y a une décroissance
du nombre de rejet de I'hypothese nulle. Le test est d’autant meilleur que la pente est
raide. A gauche de la Figure 2.3, on peut voir que pour n = 10 générations, la proportion
des rejets de 'hypothese nulle est plus grande que 40% seulement pour 7 plus petit ou
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n 8 9 10 11 12 13 14
| Ty | 511 1023 2047 4095 8191 16 383 32 767
Az =05 46.8% 67.2% 87.6% 99.0% 100% 100% 100%
Cas d’égalité Az =0.25 59.6% 77.8% 92.8% 99.8% 100% 100% 100%
Az =0.1 67.8% 85.4% 95.6% 99.8% 100%  100% 100%
Az =05 19.6% 18.6% 18.2% 16.2% 13.4% 14.8% 12.4%
Cas de différence Az =0.25 304% 30.0% 29.0% 248% 21.4% 194% 19.8%
Az =0.1 42.6% 42.6% 40.4% 39.8% 35% 31.6% 32.2%

TABLE 2.2 — [Données simulées| Proportions de rejet de l'hypothése nulle Hy : {V¢ =
...k, fo(xe) = fi(xe)} pour les tests de niveau asymptotique 5% sur 500 arbres de
Monte-Carlo. Le test est basé sur la statistique de test W, (x1,...,x), définie en (2.10),
avec la grille de points {xy = =3 + ({ — 1)Az < 3;¢ > 1} pour Az € {0.5;0.25;0.1} (i.e.
k = 13,25 et 61 points). (Cas d’égalité ) : les proportions (puissance du test) doivent
étre élévées. (Cas de différence) : les proportions (erreur de type I) doivent étre basses.

égal a 0.1875. A droite de la Figure 2.3, on peut voir que pour n = 14 générations, la
performance de notre test est bonne pour les valeurs de 7 jusqu’a 0.225, i.e. proche du
Cas d’égalité.

1007 T T T T T T T | 100 o o [ ° o

90 - i sl
°

80+ 1 2 80 R

700

60

of the null hypothesis
of the null hypothesis

50+

40f

30

Propartion of rejections
Proportion of rejections

°

20 ° ° 208 o

1op B 1op L L L L L L . . |
L L L L L L L
0125 01375 015 01625 0175 01875 02 02125 0225 02375 025 0125 01375 045 01625 0175 01875 02 02125 0225 02375 025
Similarity parameter between f0 and 1 Similarity parameter between f0 and 1

FIGURE 2.3 — [Données simulées| Proportions de rejet de l’hypothése nulle Hy (puissance
du test) : {V¢ € {1,...,k}, fo(z¢) = fi1,-(xe)} par rapport a T € [1/8;1/4] pour les tests
de niveau asymptotique 5% sur 500 arbres de Monte-Carlo. Les tests sont basées sur les
statistiques de test Wy (x1,...,xy) définies en (2.10), avec la grille de points {z; = —3 +
(0 —1)Az < 3;4 > 1} for Az = 0.5 (i.e. k =13 points). A gauche : n = 10 generations.
A droite : n =14 generations.
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2.6.2 Données réelles

Nous avons également travaillé sur les données réelles, issues des expériences de Stewart
et al. [99] sur la bactérie E. coli. Ces données ont fait 'objet de nombreuses études, I'une
des plus récente étant celle Delyon et al. [45]. Dans leur expérience, Stewart et al. ont
observé le taux de croissance plusieurs micro-colonies de E. coli. Mais les travaux de
Delyon et al. [45] ont écarté la possibilité d’agréger les données des différentes micro-
colonies. Nous avons donc uniquement travailler sur les échantillons ayant la plus grande
taille (entre 443 et 655 cellules). Soulignons qu’afin de prendre en compte les données
manquantes, nous avons, comme dans [62], supposé qu’elles se trouvent uniquement &
la derniere génération du sous arbre considéré (dans notre cas, la 9°™¢ génération). Nous
choisissons aussi les échantillons de telle sorte que pour chaque cellule, son type et son taux
de croissance, de méme que le type et le taux de croissance de ses filles, sont connus. Avec
cette approximation, nos résultats théoriques restent valident. Nous avons représenté sur la
Figure 2.4a et sur la Figure 2.4b les estimateurs ( fo,m fi.n) des fonctions d’autorégression,
construites avec les échantillons de taille 655 et 446 cellules. Comme on peut l'observer,
pour I’échantillon de taille 655, nos courbes sont proches des droites ajustées construites en
utilisant les estimateurs de Guyon [62]. Mais pour I’échantillon de taille 446, nous obtenons
une relation “compléetement” non-linéaire entre le taux de croissance de la mere et ceux
des filles.
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0.1

Growth rate of the mother cell Growth rate of the mother cell

(a) N = 655 (b) N = 446

FIGURE 2.4 — [données réels issues de Stewart et al. [99]] Représentation des points
(Xu, Xuo) et (Xu, Xu1) pour N cellules u € Tg. La courbe verte en gras (resp. la droite
verte en trait fin) est la reconstruction de x ~ fo(x) avec x ~ fo () défini en (2.9) (resp.
avec Uestimateur linéaire de Guyon [62]). La courbe rouge en gras (resp. la droite rouge
en trait fin) est la reconstruction de x ~ f1(z) avec x ~ fi,(z) (resp. avec Uestimateur
linéaire de Guyon).

Nous avons également implémenter notre test statistique (2.10) en utilisant 10 points
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équidistants de D = [0.0326;0.0407], ou se trouve 80% des données. Nous avons estimé la
matrice de covariance du bruit en utilisant (2.11). L’hypothese nulle est fortement rejeté
pour les échantillons ayant la plus grande taille. Ainsi, comme dans [41, 43, 62], nous
pouvons conclure qu’il y a une asymétrie dans le processus de transmission du taux de
croissance d’une cellule vers ses filles.

2.7 Principe de déviations modérées pour les estimateurs

fin

Nous commencons par introduire la notion de principe de déviations modérées dans
un cadre général. Soit (Z,),>0 une suite de variables aléatoires a valeurs dans un espace
polonais S muni de sa tribu borélienne Bg et soit (s;,),>0 une suite de nombres réels positifs
qui converge vers +o0o. On suppose que la suite (Z,,/sy)n>0 converge en probabilité vers 0
et que la suite (Z,,//sn)n>0 converge en loi vers une gaussienne centrée. Soit I : S — RT
une fonction semi-continue inférieurement, .e. pour tout ¢ > 0, ’ensemble de niveau
{z € S,1(x) < c} est un ensemble fermé. La fonction I est appelée une fonction de taux
et elle est appelée une bonne fonction de taux si ses ensembles de niveau sont compacts.
Soit (bn)n>0 une suite de nombre réels positifs telle que b, — 400 et by,/./s, — 0 lorsque
n tend vers +o0.

Définition 2.2 (Principe de déviations modérées). On dit que Z,/\/ans, satisfait un
principe de déviations modérées dans S de vitesse by, et de fonction de taur I si l'on a,
pour tout A € Bg,

. P | Zn . 1 Zn .
— inf I(z) < liminf — logP € A) < limsup — logP € A) <—inf I(z),
zeA ( ) T n—oo ay & ( AnSn ) o n—>oop Gn & (\/m ) T zeA ( )

ot A et A désigne respectivement l’intérieur et [’adhérence de A.

Pour les suites de variables aléatoires i.i.d et pour les modeles de régression et d’au-
torégression classiques, des principes de déviations modérées ont été prouvés pour ’esti-
mateur a noyau de la densité et pour I'estimateur de Nadaraya-Watson. Nous renvoyons
par exemple au travaux Worms [105, 107] et ceux de Mokkadem et Pelletier [83]. Les deux
notions suivantes sont intimement liées au principe de déviations modérées. Soit (Z,)n>0
et (Wy)n>0 deux suites de variables aléatoires et soit Z une variable aléatoire a valeurs
dans un espace métrique (5, d).

Définition 2.3 (Convergence super-exponentielle). On dit que (Z,)n>0 converge (b2)-
super-exponentiellement vite en probabilité vers Z et on note Z, Sup:%> Z si, pour tout

0 >0,
li 1
1msup —
n—>+o<I>) b%

log P(d(Zn, Z) > 6) = —oc.
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Définition 2.4 (Equivalence exponentielle, voir [46], Chap 4). On dit que (Z,)n>0 et
(Wn)n>o sont (b2)n>o0-ezponenticllement equivalentes et on note Z, Surr)-e\:EXp W, si pour
- - b

n

tout & > 0,

1

limsupb—2 log P(d(Zy, Wy) > 6) = —oo.
n—4+oo Yn

Puisque le principe de déviations modérées nécessite une notion de convergence plus
forte, a savoir la convergence super-exponentielle en probabilité, il est naturel que nous
imposions des conditions supplémentaires sur le modele.

Contraintes supplémentaires sur le modeéle

On suppose donc que les fonctions d’autorégression fy et f; appartiennent a la classe
F(v,¢) avec v = 0, ce qui signifie que

max{| folloo; | filloc} < ¢-

Afin de garantir I'ergodicité géométrique uniforme de la chaine marquée, Nous remplacons
I’hypothese 2.1 par la suivante.

Hypotheése 2.4. I existe My > € tel que 2(My—£)5(My) > 1/2, avec 6(-) défini en (2.3).
Nous faisons également ’hypothese supplémentaire suivante sur le noyau.

Hypotheése 2.5. Le noyau K : R — R est tel que

S 1K () |d lg0ll0c + 1191l
Jo |K-(z)|dz ~ 26(Ms)(1 - n(My))’

ou Mo, M3 sont définis dans I’Hypothése 2.2.

Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 2.6 (Principe de déviations modérées). Dans le méme cadre que le Théoréme
2.1 avec v = 0, A > 5, K satisfaisant en plus I’Hypothése 2.5, h, = |Tp|~% pour a >
1/(28 4+ 1) et ’Hypothése 2.1 remplacée par I’Hypothése 2.4 , soit (bp,n > 0) une suite de
nombre réels positifs tels que

by, b

B A n s b
= +oo, (i) nlgrolom—o, (ii1) JLIEOW——FOO

M fz)ﬂ(x)—fo(x) n>0
by, fin(@) = fi(z)) "~
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satisfait un principe de déviations modérées dans R? de vitesse b2 /(|Ty|hy,) et de bonne
fonction de taur J, : R> — R definie par

Jo(2) = (2KB) ' u@)2'T'2, zeR?

ot 2! désigne la transposée du vecteur z et I' est la matrice de covariance du bruit définie
en (2.2).

En particulier, en utilisant le principe de contraction (voir par exemple [46], Chap 4),
nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Dans le méme cadre que le Théoréme 2.6, pour tout 6 > 0,

T, |h

lim ‘Tn ’ o
by,

n—-+oo b%

log P 7 (@) = £(@)] > 6) = —(2021K3) (@)%, 1€ 0,1},

Principales idées de la preuve du Théoréme 2.6. La preuve utilise la décomposition (2.8)
avec a, = (|Tp|hn)/by. La stratégie est la suivante. On montre premieérement que les deux
derniers termes du membre de droite de (2.8) converge b2 /(|T,|h,,) super-exponentiellement
vite en probabilité vers 0. Ceci nous conduit alors a 1’équivalence exponentielle suivante :

[Talh (@,nm - fo<x>> swerep 1 [Tulh (Mo,nm) |

by \fin(z) = fi(x))  02/(Talha)  Fo@VEe b, \ My, (2)

On termine ensuite la preuve en montrant que fi,(z) V @, converge b2 /(|Ty,|hn,) super-
exponentiellement vite en probabilité vers p(z) et en faisant usage du principe de déviations
modérées pour les martingales (voir par exemple [88, 106]). Notons que les convergences
super-exponentielles que nous avons évoquées s’établissent a 1’aide des inégalités de concen-
tration que nous développerons dans la suite. ]

32



Chapitre 3

Estimation non paramétrique
adaptative de la densité invariante
de la chaine marquée

Ce chapitre est issu des articles [26], écrit en collaboration avec Marc Hoffmann et
Adélaide Olivier, et [29], écrit en collaboration avec Angelina Roche. Nous utilisons la
transformée en ondelettes et une méthode de type Goldenshluger-Lepski pour I'estimation
de la densité invariante de la chalne marquée. Je fais le choix délibéré de me focaliser
uniquement sur ’estimation de la densité invariante de la chaine marquée. Je renvoie a
[26] pour l'estimation de la probabilité de transition P (resp. Q) de la chaine de Markov
bifurcante (resp. de la chaine marquée) par la méthode des ondelettes.

3.1 Cadre général

Nous considérons une chaine de Markov bifurcante (X,,u € T) & valeurs dans R,
d > 1, de probabilité de transition P et de mesure initiale v. Nous supposons que P admet
une densité, que nous notons également P, par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous
supposons que cette chaine est stable au sens donné a la fin de la Section 1.1.3. Puisque P
admet une densité, une conséquence est que la probabilité de transition Q et la mesure de
probabilité invariante p de la chalne marquée admettent des densités que nous noterons
également Q et p respectivement (pour plus de détails, nous renvoyons par exemple a [54],
chap 6 et [18], Remarque 1.6). Nous supposerons dans la suite que les densités P, Q et p
sont uniforméments bornées sur (R?)3, (R%)? et R? respectivement. En d’autres termes,
nous supposons que max{||P||co, [|Q|loos l|ttllcc} < +00. Nous travaillerons sous I’hypotheése
d’ergodicité géométrique uniforme suivante.

Hypothése 3.1 (Condition d’ergodicité géométrique uniforme). Il existe deux constantes
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€ (0,1/2) et R > 0 telles que pour toute fonction bornée et u-intégrable g,

Q™ g(x) — (i, 9)| < R||g|lcc™ Vax € R? et m € N.

3.2 Estimation adaptative de la densité invariante par méthode
d’ondelettes

Le but ici est de construire un estimateur de la densité invariante p par projection sur
une base d’ondelettes.

3.2.1 Décomposition en ondelettes et espaces de Besov

Les bases d’ondelettes ont été documentées dans plusieurs livres (voir par exemple [36]).
Nous considérons la base d’ondelettes (@/}f\l) y, adaptées & un domaine compact D% C R,
ou le multi-index A concaténe les index de position et le niveau de résolution que nous
notons |Al. On pose A; = {\,|A| = j} et A = Uj>_1A;. Ainsi, pour g € L7(D?), avec

€ (0,400}, on a la décomposition en ondelettes

9= > oui=> g, avec gy =(g,¢9),

j>—1 €A, NeA

ou nous avons fixé j = —1 afin d’incorporer la partie basse fréquence de la décomposition
t (g,z/1§> =/ gzpf désigne le produit scalaire dans L2(Rd). Pour s > 0, g appartient a
Bfwo(Dd) si la norme suivante est finie :

- 1
gl 5oty = s>up12”(s+d V2Um) (ST (g uh M) T (3.1)
J== AEA,;

avec les modifications d’usage si m = +o00. La relation précise entre cette définition de la
norme de Besov et la définition classique peut-étre trouvée dans [36]. Etant donnée une
base (wf\l))\, il existe o > 0 tel que pour m > 1 et s < o, l'espace de Besov défini par
(3.1) coincide exactement avec la définition usuelle qui utilise les module de continuité
pour g¢. L’index o peut-étre pris arbitrairement grand. Nous aurons besoin des propriétés
additionnelles suivantes sur la base d’ondelettes (1/$)\

Hypothese 3.2. Pourp > 1,

[, ~ 22,

pour un certain o > 0 et pour tous s < o, jo > 0,

lo— 573" oxtslle < 279%gllmy ooy, (3.2)

J<jo A€A;
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pour chaque sous ensemble Ag C A,

/ S @) ) e~ 3 Judn,. (3.3)

AEAy AEAo

Sip > 1, pour chaque suite (ux)xen,

IO Fuawd )2 = 1S o (3.4)

AEA AEA

Le symbole ~ signifie une inégalité dans les deux sens, a une constante pres dépendant
uniquement de p et D. La propriété (3.2) reflete que notre définition (3.1) des espaces
de Besov correspond a la définition en terme d’approximation linéaire. La propriété (3.4)
reflete une propriété de base inconditionnelle (voir par exemple Kerkyacharian et Picard
[71], De Vore et al. [47]) et (3.3) est appelée inégalité de superconcentration ou propriété
de Temlyakov [71]. La formulation (3.3)-(3.4) dans le contexte de I'estimation statistique
est postérieure aux articles originaux de Donoho and Johnstone [49, 50] et Donoho et al.
[52, 51] et est due a Kerkyacharian et Picard [71]. Pour L’existence d’une base d’ondelettes
a support compact vérifiant I’hypotheése 3.2, on pourra voir Meyer [82], ou Cohen [36].

3.2.2 Estimation de la densité invariante ;; par ondelettes

Nous allons supposer que d = 1 et soit D un interval compact de R. Alors, pour tout
x € D, on estime la représentation

=" mwd(@), = (uv})

AEA

= Z ﬁ/\,nw}\ (CC),

[Al<J

Bn ,\n<|T Z% )

et Typ(z) = ¥1)5>, désigne 'opérateur de seuillage dur (avec Ty ,(x) = x pour la partie
basse fréquence quand X\ € A_1). Ainsi, ji,, est spécifié par le niveau de résolution J et le
seuil 7. Dans la suite, nous posons

par

avec

1Qlp = sup Q(z,y).
zeR,yeD

Nous avons le résultat suivant sur la borne supérieure de convergence de notre estimateur.
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Théoréme 3.1. Sous I’hypothése 3.1, spécifions i, avec

T
| et n=cy/log|T,|/|T,]

log | Th|
pour un certain ¢ > 0. Pour tout m € (0,00|, s € (1/m,0] et p > 1, pour n assez grand et
¢, on a linégalité suivante :

J = logy

)

(K01~ ) 5 (BT

s s+1/p—1/m
25417 2s+1-2/mw

5P, T, ||/~L||B§r’oo(D); a, Ret ||Q”D

avec oy (s,p,m) = min{ }, a une constante pres qui dépend continument de

Remarque 3.1. Notons que notre estimateur est adaptatif dans le sens suivant : pour tous
so0>0,0<ap<1/2, Ry >0 et Qp > 0, définissons les ensembles A(sg) = {(s,7),s >
S0,80 > 1/m} et

Q(O&O,RQ, QO) = {Q telle que & < CKO,R < R07 HQ”D7 < QO}?

ou Q est prise dans l’ensemble des probabilités de transition satisfaisant ’hypothése 3.1.
Alors, pour tout C > 0, il existe ¢* = ¢*(D, p, so, o, Ro, o, C) tel que [i,, spécifié avec c*
satisfait

( T )pal(&pﬂf

)
Ellla, — p
log [T, | [Hﬂn /’LHLP(D)] <o

sup sup sup
n (s,m)eA(s0) 1,2

ot le sup est pris parmi les (p, Q) tels que pQ = p avec Q € Q(ao, Ro, ) et ||pllss _(p)
< C. En particulier, [i, atteint le tauzr de convergence (presque) optimal sur les boules de
Besov simultanément pour tout (s, m) € A(sp).

Notons également que la question de l’obtention d’une borne minimax reste ouverte
pour cet estimateur.

3.3 Selection locale de la fenétre dans ’estimation a noyau

de la densité invariante

Comme nous 'avons vu au Chapitre 2, la densité invariante p de la chalne marquée
peut-étre estimée par

(@) = = 3 Kplz—X,) Vo eRY, (3.5)

ou Kp(x) = K(x1/h1,...,xq/hq)/|h| avec |h| = H;l:l hj, K est unnoyau et h = (hy,...,hg) "
10, +00[? est un vecteur de fenétres. Nous avons adapté la définition donnée en 2.6 au cas
multidimensionnel. Nous omettons & dessein 'indice n dans ’écriture du vecteur h afin
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de ne pas alourdir I'écriture. L’objectif ici est de choisir de facon optimale le vecteur h,
uniquement & partir des données. Nous utilisons pour cela une regle inspirée des travaux
de Goldenshluger et Lepski [59] avec des modifications qui ont été suggérées par Lacour et
Massart [76]. Le point de départ de la définition de notre regle de selection est I'inégalité
suivante, qui peut-étre vue comme une extension de la décomposition biais-variance. On
fait d’abord I'hypothese suivante sur le noyau.

Hypotheése 3.3.
[Kl[oo < +oo et [[K[] < +oco, pourp e {1,2}.
Alors on a :

Proposition 3.1. Sous les hypothéses 3.1 et 3.3, on a

C(P, p)

Bl(in(e) — p(r)?) < 2 (K » pla) = u(2))” +2 i

ot C(P,v) est une constante qui dépend continiment de P, u, K et a.

Si de plus on suppose que i € U-ng(L), pour un L > 0, avec B = (B1,...,04) € RY, et
que le noyau K est d’ordre € = (|51],..., [B4]), i-e.

/Rdx‘,iK(a:)dxzo Vie{l,...,15]} ke{l,...,d}, (3.7)

alors on peut déduire de la Proposition 3.1 que le meilleur taux de convergence qui peut-
étre atteint par Pestimateur fip est |T,| 28/ZB+d) ot B = d/(1/By + ... + 1/B4) est la
moyenne harmonique de 8. Nous avons déja évoqué ce résultat dans le cas unidimen-
sionnel, voir Remarque 2.5. On peut vérifier que la fenétre h* = (h},...,h)) telle que
h; = \’]I‘n|_ﬁ/ (B;(2B+d)) permet d’atteindre le meilleur taux de convergence. Cependant,
cette valeur de h* dépend du parametre inconnu p a travers la régularité inconnue 8 de
telle sorte qu’il ne peut-étre utilisé en pratique. D’ou l'intérét de l'estimer a partir des
données.

3.4 Regle de selection de la fenétre

Nous considerons une collection 3, C [0, +oco[? de fenétres possibles. En imitant la

décomposition donnée a I’équation 3.6, nous choisissons la fenétre h suivant la régle sui-
vante. N
h = argmingcq¢ {A(z,h) + bV (x,h)}
ou
A(z,h) = jmax ((fins (z) — Kp * i () — aV(av,h’))Jr avec b>a>1,;
reH,
V(z,h) = C(P, ) log(|Tn|)/|Tnllhl.
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Remarque 3.2. Cette procédure dépend de deux constantes a et b. Soulignons que le
probléme de calibration de ces deux constantes est un sujet de recherche en soi (voir par
exemple [76]). En dimension 1, nous avons proposé une méthode pour les choisir. En
particulier, en s’inspirant des travaux de Arlot et Massart [}/, nous avons proposé un
algorithme permettant de calibrer le parametre aC(P, p). Nous renvoyons a [29], section
4.1, pour plus de détails.

Pour I'estimateur ﬁﬁ, on a l'inégalité oracle suivante.

Théoréme 3.2. Supposons que la collection 3, est telle que |Hy| < |T,| et minpeq, [h| >
log(|T,|)/|Ty|. Alors, sous les hypothéses de la Proposition 3.1, il existe une valeur mini-
male amin > 0 indépendante de n, telle que, pour tout a > apyin,

log(|’]I‘n|)} CQ
T ||| | Tn|’

E [(ﬁﬁ(x) — ,u(az))z} < (1 min {Bh(ac) + (3.8)

hel(,

ou C1,Cy > 0 ne dépendent ni de n, ni de x et

Bn(w) = max (K * p(z) — Ky * Ky + p(x))>*.

Remarque 3.3. Soulignons que la forme du biais Bp(x) dans linégalité (3.8) est tres
similaire a celle obtenue par Rebelles [89]. Comme dans [37], en utilisant l'inégalité de
Younyg, il peut-étre remplacé par la borne supérieure | K||1||v — Kp * V||oo-

Une conséquence directe du Théoreme 3.2 est que si le noyau K satisfait (3.7) et si on
choisit par exemple

d
¥, = {hmaxw,k — 1. (\’]I‘n]hmax/log(|’1[‘n\))1/7} ,

avec hpax > 0 et v > 1, alors

sup  sup K [(fip(x) — p(x))*] S
x€R? peH(B,L)

( IT,,| )-23/(234-!1)'
log(|Tyl)

Nous retrouvons ainsi, & une perte logarithmique pres, le meilleur taux de convergence
obtenu a l'aide de la Proposition 3.1. Soulignons que cette perte logarithmique est due a
I'adaptation.

3.5 Quelques pistes pour les preuves

L’outil principal pour les preuves des Théoremes 3.1 et 3.2 est I'inégalité de concen-
tration suivante.

38



Théoréme 3.3. Sous l’hypothése 3.1, on a

1
|Gl

> 9(Xu) = (n.g) > 5) < exp (W),

c c20
ueGy, 1+ e

P(

ot c1 et co sont des constantes qui dépendent de g et des parameétres du modéle.

Idées de la preuve. La preuve de ce Théoreme 3.3 utilise des arguments similaires a ceux
utiliser dans [23]. Toutefois, & la différence des preuves dans [23], nous accordons ici une
grande importance au controle des variances conditionnelles

Ey, [((QTE(XMO) FOG(Xu1) — 2QT+1§(Xu)))2} Vu e T.

Nous renvoyons a [26], Théoreme 4.1 ou a [29], Lemme 6.1 pour plus de détails. O

Une fois I'inégalité de concentration obtenue, le Théoreme 3.1 est la conséquence de la
théorie générale de I'estimation par seuillage en ondelettes (voir par exemple [71], Corol-
laire 5.1 et Théoreme 6.1). Le Théoreme 3.2 quant a lui est la conséquence de la théorie
de lestimation adaptative par la méthode de Goldenshluger-Lepski (voir par exemple
[59, 60]).
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Chapitre 4

Inégalités de transport et de
concentration pour les chaines de
Markov bifurcantes

Ce chapitre est issu de 'article [24] écrit en collaboration avec Mikael Escobar-Bach et
Arnaud Guillin. L’un des objectifs était de proposer des inégalités de concentration dans
un cadre plus général que celui du Théoreme 3.3. Pour cela, nous nous appuyons sur la
théorie des inégalités de transport qui a été introduite par Marton [77, 78].

Tout d’abord, commencgons par faire quelques rappels. Soit (£, d) un espace métrique
et soit p et v deux mesures de probabilités sur E. Pour p > 1, la LP-distance de Wasserstein
entre u et v est définie par

Wy(v, p) = inf <//d(x,y)”d7r(ﬂf7y)>l/p,

ou l'infimum est pris sur toutes les mesures de probabilités m sur ’espace produit E x F
ayant pour distributions marginales p et v, appelées couplage de (u,v). Notons que cet
infimum est fini dés que p et v ont des moments finis d’ordre p. En particulier, pour la
mesure triviale d(z,y) = 1y, 2W(u,v) = ||u — v||7v désigne la norme en variation
totale de pu — v. L’information de Kullback ou entropie relative de v par rapport a p est
définie par

[ log %dy, siv<pu

+0o0 sinon.

H(vlp) = {

Définition 4.1 (LP-inégalité de transport). On dit qu’'une mesure de probabilité p
satisfait une LP-inégalité de transport T), sur (E,d), et on note p € T,(C), s’il existe une
constante C > 0 telle que pour toute mesure de probabilité v,

Wiy, 1) < V/2CH (v|p).
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Les caractérisations suivantes des L'-inégalités de transport sont des outils essentiels
pour obtenir des inégalités de concentrations ou pour vérifier rapidement qu’une inégalité
T} est satisfaite.

Théoréme 4.1 ([31]). La mesure u satisfait la L'-inégalité de transport Ty (C) sur (E,d)
avec une constante C' > 0 si et seulement si pour toute fonction Lipschizienne F' : (E,d) —
R, F' est p-intégrable et

A2
[ e (F = P an < e (3CIFI, ). AER

ol

[F(z) — F(y)l
|F||Lip = sup —————= < +00.
b TF#Y d(x7y)

En particulier, on a l'inégalité de concentration

200IF);

pw(F = (p, F) < =)V p(F = {(u, F) = t) Sexp( tQ) vt € R.
Lip

Théoréme 4.2 ([48, 61]). u satisfait une L'-inégalité de transport Ty(C) sur (E,d) si et
seulement si il existe § > 0 et xg € E telle que

@ <€5d2(x,ro)> < o0,

ot la constante C peut étre explicite.

4.1 Inégalité de transport pour les chaines de Markov bi-
furcantes

Dans toute la suite, (X,,u € T) est une chaine de Markov bifurcante a valeurs dans
un espace métrique (S,d), de probabilité de transition P et de mesure initiale v. Nous
désignons par P, la loi du |T,|-échantillon (X,,u € T,). Pour p > 1 et N > 1, nous
considerons la métrique dy, définie sur SN par

N 1/p
de,(z,y) = (Z d(l'i,yz‘)p> Va,y e SN,
i—1

L’hypothese suivante sera appelée Hy(C).

Hypothese 4.1 (Hy(C)). 1l existe ¢ > 0 tel que :
(a’) Ve TP(C) ;
(b) P(z,-,-) € Ty(C) sur (S%,dy,), Yz € S ;
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d
(c) Wp[”(?(:v, ) P(E, ) < qd(z,Z), Ya,z € S.
Dans la suite, g sera appelé taux de contraction de la probabilité de transition P.

Remarque 4.1. Soulignons que sous H,(C'), les marginales Py et Py satisfont également
T,(C). Aussi, pour g > 0 associé a H,(C), ils existent qo, q1 € (0, q) tels que, pour ¢ € {0,1}
et Va,z € S,

Wpd(fpb(‘% ), Pu(Z,0)) < g d(z, T).

De plus, si P admet la décomposition P(z,dy,dz) = Po(z,dy)P1(x,dz), alors ¢ < (¢h +
P\1/p
@)r.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.3. On suppose Hy(C) satisfaite pour1 < p <2 et C > 0. Alors Py, € T), (Cy,)

ou
\Tnp/pfl

(1—q)*
o § Cexp (2= 2) [T PPH si g =1

nl\ 2/P
O |T| (’“’“’;;71_)31"“) si g> 1.

st g<1

Quelques idées de la preuve du Théoréeme 4.3. La clé pour la preuve de ce Théoreme réside
dans la construction d’un couplage, “a la Marton” (voir par exemple [79, 80, 81], ou en-
core [48], section 2.4), qui prenne en compte la structure binaire du processus. Ensuite,
le reste de la preuve est une conséquence de I’additivité de I'entropie (voir par exemple
[103], Lemme 22.8) et de ’analyse. Nous renvoyons a [24], preuve du Théoreme 2.3, pour
plus de détails. O

Remarque 4.2. Dans le Théoréme 4.3, on voit apparaitre deuxr régimes avec une tran-
sition de phase autour de ¢ = 1. Lorsque q < 1, on a un comportement classique (comme
pour les suites de variables aléatoires i.i.d.) : nous disons alors que T,(C,) est conduit par
la loi du processus. Lorsque q > 1, le comportement n’est plus habituel. Pour ¢ > 1, on
observe que la taille de l’échantillon joue un réle significatif dans l'inégalité de transport
a travers le terme ¢?'Tnl : nous disons alors que T,(Cy) est conduit par la généalogie. On
observe donc ici une compétition entre la loi du processus et la généalogie avec pour arbitre
le taux de contraction en distance de Wassertein de la probabilité de transition P. Ce genre
de comportement avait déja été observé dans [23] avec comme arbitre de la compétition le
taux d’ergodicité géométrique de la chaine marquée.

Remarque 4.3. Comme conséquence direct des Théorémes 4.3, 4.1 et du Lemme 2.1 de
[48], nous avons l'inégalité de concentration suivante. Soit f une fonction réelle Lipschit-
zienne définie sur (S,d). Alors sous Hy(C), pour 1 < p <2 et pour tout t > 0, on a, pour
A, €{G,,T,},

-1 £2 A /P
P (|An| |MAn(f) —-E [MAn(f)” > t) < 2exp _W > (4~1)
n ip
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ou Cy, est défini dans le Théoreme 4.3. La méme inégalité reste valable si f est définie sur
(83, dy,), avec 4C,, a la place de 2C,,.

Notons que dans le cas p =1, l'inégalité de concentration 4.1 est pertinente seulement
dans le cas ¢ < 1. Ce cas correspond en particulier a une stabilité des chaines de Markov
marginales, i.e. les chaines de Markov de probabilités de transitions Pg et P1.

4.2 Inégalités de concentration gaussiennes pour les chaines
de Markov bifurcantes

L’inégalité 4.1 pose deux problemes. Le premier c’est qu’elle est établie pour des fonc-
tionnelles centrées par rapport a la loi de I’échantillon alors que, pour les applications
statistiques par exemple, ce qui est intéressant c’est un “centrage” par rapport a la loi
invariante. L’autre probleme que pose cette inégalité c’est qu’elle impose aux chaines mar-
ginales d’étre stables. Mais notons que la stabilité d’'une chaine de Markov bifurcante
n’impose pas que les deux chaines de Markov marginales soient stables. Le but de cette
section est donc d’étendre l'inégalité 4.1 afin de prendre en compte au mieux ces deux
“préoccupations”. Rappelons de la Remarque 4.1 que sous Hi(C'), on peut associer, & un
taux de contraction ¢ > 0 de P, des taux de contraction gy et g1 des marginales Py et P1.
Nous faisons ’hypotheése suivante.

Hypothése 4.2. On suppose Hi(C) satisfaite avec un tauz de contraction ¢ > 0 de P.
Soit qo,q1 > 0 les taux de contraction associés aux marginales Pg et P1 respectivement.
On suppose qo + q1 < 2.

Remarque 4.4. Sous I’Hypothése 4.2 et en utilisant la convexité de Wy (voir par exemple
[103]), nous avons

qo0 + q1
2

wi(Q(z,),9(z,)) < d(x,@), Va3,

assurant ainsi une contraction stricte de Q et par conséquent une convergence exponentielle
vers la probabilité invariante p en distance de wassertein (dés que p admet un moment
d’ordre 1). Plus précisément, on a

W@ e < (25 2) [ deutay)

Dans la suite, nous posons v = (qo + q1)/2, le taux de convergence vers [’équilibre de la
chaine marquée en distance de Wasserstein Wi. Soit A,, € {G,, Ty, }. En utilisant alors les
many-to-one formulae et la définition duale de la distance de Wassertein W1, on montre
que

eyt sy #£1)2

-1 _ ) =
‘E(|An| MAn(f)) <:u7f>‘ Scen 0u Cn {027?11 3@7:1/2,
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et ¢ est une constante universelle. Ainsi, pour tout 6 > ¢, et A, € {G,, T}, nous avons

P (|An| " Ma, (f) = (s f) > 0) <P (|An| ™ (M, (f) —E[Ma, (H)]) >0 —ca).  (4.2)
Nous avons alors le résultat suivant.

Théoreme 4.4. Soit f une fonction lipschitzienne sur S ou sur S3. Sous Uhypothése /.2,
ils existent ng € N et une constante positive ¢ dépendante de C, q et v tels que ¥Yn > ng
et Vo > 0,

\

_ (=en A .y
exp i, s1y° < 1/2
_ 0—cn 2 A, .
P (|Aa 7 Ma, (F = (. £)) > 0) < S exp (~Lprlal ) sin? =172
(G—cu)?lA : 2
exp | ~ZiE. (272)"> sil/2<y" <1,

Remarque 4.5. Notons que le Théoreme 4.4 généralise, dans un certain sens, le Théoréme
3.1 de [23] (le taux d’ergodicité géométrique est remplacé ici par le tauz de convergence
en distance de Wasserstein ). Une fois de plus nous voyons apparaitre deux régimes avec
une transition de phase autour de v = +/2/2. Comme nous l’avons dit précédemment, ceci
matérialise la compétition qui existe entre la loi du processus et la taille de la population
considérée.

Quelques pistes pour la preuve du Théoréme 4.4. La preuve utilise la remarque suivante.
Si une variable aléatoire X satisfait, pour x > 0, la propriété dite de concentration Gaus-
sienne :

E [exp (t(X —E[X]))] < exp (xt*/2) VteR,

alors, Vr > 0, on
2

P(X —E[X] > r) < e 2.
Ainsi, grace a (4.2), la preuve du Théoréme 4.4 revient & montrer une propriété de concen-
tration Gaussienne pour |A, |1 (My, (f) — E[My, (f)]). Cette propriété de concentration
Gaussienne s’obtient a ’aide de la propriété de branchement (i.e. la troisieme propriété
de la Définition 1.1) et d’une utilisation récursive du Lemme 2.1 de [48] et du Théoréme
4.1. Nous renvoyons a [24], preuve des Propositions 3.3, 3.5 et des Corollaires 3.4 et 3.6,
pour plus de détails. O

Remarque 4.6. Un exemple ou peut-étre appliqué la théorie précédente est le processus
NBAR (voir Définition 2.1). En effet, avec les notations de la Définition 2.1, on montre
que si :

1. les fonctions fo et f1 sont Lipschitziennes,

2. (ey)uer est une suite de variables aléatoires i.i.d. gaussiennes ou bornées,
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alors ’Hypothése 4.2 est satisfaite avec qo, q1 et q qui dépendent uniquement de || fol Lip et
| fillLip- Alors, en utilisant la décomposition (2.4) et en appliquant le Théoréme 4./, on est

capable de donner des bornes exponentielles pour les probabilités P <|ﬁ7n(x) — fui(x)| > 5),

d >0 et e {01}, ot les ﬁn(x) sont les estimateurs définis en (2.1). Toutefois, un
pareil controle reste insuffisant puisque l’idéal serait de pouvoir contréler les probabilités
P (sup,ecp |ﬁn(m) — fu(z)| > 5). Cette derniére probabilité est difficile a traiter. Mais pour
Uavenir, des pistes que nous pourrions exploiter sont données dans les travaux de Bolley,
Guillin et Villani [32] et ceux de Fournier et Guillin [58].
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Chapitre 5

Théoreme central limite pour les
chaines de Markov bifurcantes

Ce chapitre est issu des articles [19, 20, 21] écrit en collaboration avec Jean-frangois
Delmas et des articles [17, 18]. Nous prouvons un théoreéme central limite pour les fonction-
nelles additives de chaines de Markov bifurcantes. Nous prouvons ainsi I'existence deux
régimes avec une transition de phase. Ceci confirme alors que la compétition qui existe
entre la loi du processus, représentée par le taux d’ergodicité de la chalne marquée, et
la taille de la population étudiée n’est pas une simple vue de 'esprit. Ce phénomeéne est
intimement lié & la structure du modele. Nous appliquons ensuite le résultat précédent
a 'obtention d’un théoreéme central limite pour les estimateurs a noyau de la densité in-
variante de la chaine marquée et la densité de la probabilité de transition d’une chaine
de Markov bifurcante. Méme s’il semble curieux que les différents régimes disparaissent
pour ces estimateurs, nous verrons qu’en fait il n’en est rien : le probleme se déplace juste
ailleurs. Les résultats obtenus (et les techniques utilisées) dans ce chapitre sont une avancée
majeure dans la théorie des chaines de Markov bifurcantes a plusieurs titres. En premier,
ils completent merveilleusement bien les résultats de Guyon [62]. Ensuite, ils donnent des
pistes nouvelles pour une extension des résultats obtenus aux Chapitres 1 et 2. Ils ouvrent
également la voie pour I'exploration d’autres techniques d’estimation non paramétrique
pour les modeles de Markov bifurcants.

5.1 Cadre général

Nous considérons une chaine de Markov bifurcante (X, u € T) a valeurs dans un espace
mesurable (5,8), de probabilité de transition P et de mesure initiale . Nous considérons
deux cadres pour les hypotheses : le cadre ponctuelle et le cadre L?.
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5.1.1 Hypothéses pour approche ponctuelle

Pour un ensembl F C B(S) de fonctions & valeurs réelles, nous écrivons F? = {f?; f €
F}, FF = {fo ® f1; fo, /1 € F}, et, pour une probabilité de transition P, P(F) =
{Pf;f € F} a condition que P agisse sur F. L’hypothése suivante, tirée de [62], établit
les propriétés de 'espace des fonctions.

Hypothése 5.1. Soit F' C B(S) un ensemble de fonctions a valeurs réelles tel que :
(i) F est un sous espace vectoriel qui contient les constantes ;

(ii) F2C F;

(iii) F C L'(v);

(iv) F®F C LY(P(x,-)) pour tout v € S, et P(F® F) C F.

La condition (iv) implique que Po(F) C F, P1(F) C F et Q(F) C F, ou Py, Py et
Q désignent respectivement la premiere et la deuxiéme marginale de P, et la probabilité
de transition de la chaine marquée. Notons que si f € F, méme si |f| n’appartient pas
F, en utilisant les conditions (i) et (i), nous obtenons, avec g = (1 + f2)/2, que |f| < g
et g € F. Typiquement, si (S5,d) est un espace métrique, l’ensemble Cp(.S) des fonctions
continues bornées sur S et 'ensemble des fonctions réelles de classe @' dont les dérivées
sont & croissance polynomiale vérifient I’'Hypothese 5.1.

En suivant toujours [62], nous considérons les propriétés d’ergodicité ponctuelles sui-
vantes pour Q.

Hypothése 5.2. Il existe une mesure de probabilité p sur (S,.) telle que F C L'(u) et
pour tout f € F, on a la convergence ponctuelle lim,, o, Q" f = (u, f) et il existe g € F
avec :

1Q"(f)| <g VneN. (5.1)

Hypothese 5.3. Il existe une mesure de probabilité p sur (S,.7) telle que F C L'(u), et
a € (0,1) tel que pour tout f € F, il existe g € F tel que :

9"f — (u, )l <a"g VneN. (5.2)

Une suite f = (fy,¢ € N) d’éléments de F' satisfait uniformément (5.1) et (5.2) s'il
existe g € F telle que :

1Q"(fe) <g and |Q"f, — (u, fo)] < a"g Vn,LeN. (5.3)

Ceci entraine en particulier que |fs| < g et |(u, fo)| < (i, g). Notons que (5.3) est par
exemple vérifié si f a un nombre fini d’éléments satisfaisant (5.1) et (5.2).

Exemple 5.1. Soit (S,d) un espace métrique, et Y une chaine de Markov uniformément
géométriquement ergodique i.e. il existe o € (0,1) et une constante finie C' telle que pour
tout x € S :

19%(z, ) — ullry < Ca, (5.4)
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ot, pour une mesure signée finie w sur (S, Bg), sa norme en variation totale est définie
par ||7|rv = supjep(sy, <1 (T, f)|. Alors, en prenant F' = Cy(S), on obtient que les
propriétés (i-iii) de I’Hypothese 5.1 et I’Hypotheése 5.3 sont satisfaites. En particulier, (5.4)
implique que (5.2) est satisfaite avec g = C'|| f || -

Nous considerons la propriété, plus forte, suivante basée sur le second trou spectral de
Popérateur Q.

Hypothese 5.4. Ils existent une mesure de probabilité pu sur (S,.7) telle que F C L' (u),
a € (0,1), un ensemble d’indices non vide J, des valeurs propres complexes distinctes
{aj, j € J} de Uopérateur Q avec |a;| = o, des projections complexes non nulles {R;, j €
J} définies sur CF', le C-espace vectoriel engendré par F, tel que Rjo Ry =Ry oR; =0
pour tout j # j' (de sorte ZjeJ R; est aussi une projection définie sur CF') et une suite de
nombres positifs (Bn,n € N) convergeant vers 0, tels que pour tout f € F, il existe g € F
et, avec 0; = o/ :

0" (f) = (. f) = " 307 Ri(f)| < Bua”g V€N, (5.5)

jeJ

Sans perte de généralité, nous supposerons que le suite (8,,n € N) dans 'Hypothese
5.4 est décroissante et bornée supérieurement par 1.

Remarque 5.1. Dans [62], seuls les Hypotheéses 5.1 et 5.2 sont considérées. Si F' contient
un ensemble A de fonctions bornées qui séparent (dans le sens ot deux mesures de pro-
babilités qui coincident sur A sont égales), alors les Hypothéses 5.1 et 5.2 impliquent en
particulier que p est 'unique mesure invariante de Q. Notons que ’Hypotheése d’ergodicité
géométrique 5.3 implique I’Hypothese 5.2, et que I’Hypothése 5.4 implique ’Hypothése 5.3
(avec le méme « mais une fonction g qui peut-étre différente).

Exemple 5.2. Nous considérons le modéle BAR défini en (1.3) ot nous supposons que
(€v, v € T) est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées de loi normale N(0,0?) avec
o > 0. Soit G une variable aléatoire de loi normale standard N(0,1). Alors la probabilité
de transition Q de la chaine marquée vérifie

Q"f(z) = E [ f (a”x V1o aZ”aaG)} : (5.6)

ot o, = o(1 — a2)*1/2. La probabilité de transition Q admet une unique mesure de pro-
babilité invariante p, qui est la Gaussienne N(0,02). L'opérateur Q (sur L?(u)) est un
opérateur intégral de Hilbert-Schmidt symétrique dont les valeurs propres, de multiplicité
algébrique 1, sont données par 0,(2) = (a",n € N) et les fonctions propres correspon-
dantes (gn(z),n € N) sont définies pour n € N par g,(z) = gn (0,1 ), ol g, est le
polynéome de Hermite de degré n. E particulier, on a go = 1 et gi(x) = o, 'x. Soit R la
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projection orthogonale sur ’espace vectoriel engendré par gi, i.e. Rf = (u, fg1) g1 ou de
maniere équivalente, pour x € R :

Rf(x) = 0, 2 E[Gf(0.G)]. (5.7)

Nous considérons F, lensemble des fonctions f € C2(R) telles que f,f" et f" sont a
croissance au plus polynomial. Supposons que F C L'(v). Alors, F satisfait I’Hypothése
5.1. On a aussi que F C L'(p). On vérifie également que I’Hypothése 5./ est satisfaite
avec J = {jo}, oj, = o = |a|, By, = |a|™ et Rj, = R. De méme, les Hypothéses 5.2 et 5.3
sont satisfaites.

5.1.2 Hypotheéses pour ’approche >

Hypothése 5.5. Il existe une mesure de probabilité invariante p pour la probabilité de
transition Q.

(i) 1l existe une constante M telle que pour tout f,g,h € L*(p) :

| P(Qf @sym Q9) HLQ(u) <M HfHLZ(H) ”gHL?(“)a
[P (P(Qf @sym Q9) Dsym Q) (| L2y < M F L2y 119120 1721l 205
||i])(f ®sym Qg) ”LQ(M) <M ”fHL‘l(u) ||g||L2(u) :

(ii) Il exziste kg € N, tel que la mesure de probabilité vQFo g une densité bornée, noté vy,
par rapport a . C’est-a-dire :

vQ* (dy) = vo(y)u(dy) et |lvolly < +oo.

La propriéré suivante garantit que Q converge exponentiellement dans L?(u).

Hypotheése 5.6. La probabilité de transition Q a une unique mesure de probabilité inva-
riante . De plus, il existe o € (0,1) et M fini tel que pour tout f € L*(u) :

19" = (s ) |2y < Ma™ [ fligz(,y  pour tout n € N.

L’hypothese suivante est une version plus forte de I’'Hypothese 5.6 utilisant le second
trou spectral.

Hypotheése 5.7. La probabilité de transition Q a une unique mesure de probabilité inva-
riante u, et ils existent o € (0,1), un ensemble d’indices J non vide, des valeurs propres
complexes distinctes {aj, j € J} de Uopérateur Q avec || = o, des projections complexes
non nulles {R;, j € J} définies sur CL?(p), le C-espace vectoriel engendré par L?(p),
telles que RjoRj = RjroR; = 0 pour tout j # j' (de sorte que Y, ;
jection définie sur CL?(u)) et une suite de nombre réels positifs (B,,n € N) convergente
vers 0 telle que pour tout f € L*(u), avec 0 = aj/a :

197 f = (o f) = @™ D 07 R ()12 < Bae” [ fll2ny Vn €N (5-8)
JjeJ

R; est aussi une pro-
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Remarque 5.2.

1. Comme dans le cadre ponctuelle, on montre que le modéle BAR défini en (1.3) vérifie
les Hypothéses 5.5, 5.6 et 5.7.

2. Soulignons que les Hypothéses 5.6 et 5.7 de Uapproche L? sont les équivalentes des
Hypotheéses 5.3 et 5./ de Uapproche ponctuelle. L’hypothése structurelle 5.1 de 'ap-
proche ponctuelle est remplacée dans approche L? par I’Hypotheése 5.5.

Remarque 5.3. Dans les Hypothéses 5.4 et 5.7, si les projections de f sur les espaces
propres associés aux valeurs propres o sont nulles, i.e. Rj(f) = 0 pour tout j € J,
alors dans ce cas, on utilise le troisiéme trou spectral et ainsi de suite. En fait l’idée est,
a partir de la deuziéeme famille de valeurs propres en terme de module, de chercher la
premiere pour laquelle l'une des projections de f sur l'un des espaces propres associés est
non nulle. Notons que c’est une idée qui a déja été développée dans le cas des processus
de Markov branchants a temps continu et des superprocessus par Ren, Song et Zhang
[90, 91, 92, 93, 94]. Leurs résultats reposent sur des hypothéses fortes sur le générateur
infinitésimal du processus. Dans notre cas, cela reviendrait a supposer que la transition Q
est un opérateur compact de L? et par conséquent que son spectre est entierement connu.
Une pareille hypothese est évidemment plus forte que les Hypothéses 5.4 et 5.7.

5.1.3 Quelques notations
Nous terminons cette section avec quelques notations. Pour f € L'(x), nous posons
f=r—={uf
Soit § = (fs, ¢ € N) une suite d’éléments de L'(p). Nous posons

Noo() = [Cul 72y~ Mg, (fo). (5.9)
=0

Remarque 5.4. Nous considérerons en particulier les suites  suivantes. Soit f € L'(u).
Si fo = f et fo =0 pour tout £ € N*, nous écrirons

fO = (f)07°")a (510)
et nous obtenons : )
Ny p(fo) = |Gn| ™2 Mg, (f).

Si fo = f pour tout £ € N, alors on écrirons

f=(ff...), (5.11)

et nous obtenons, puisque |Ty,| = 2" — 1 et |G,| =27 :

N p(f) = (G| V2 M, (f) = /2 — 277 |Ty |72 My, ().

Ainsi, a partir des résultats pour N, (f), nous pourrons facilement déduire des résultats
pour les sommes Mr, (f) et Mg, (f).
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5.2 Les principaux résultats

A présent que nous avons fixé le cadre, nous pouvons énoncer les principaux résultats
pour les fonctions appartenant a B(S). Nous rappellons les sommes définies en (1.1). Il
existe trois cas, fonction du parametre d’ergodicité géométrique a.

5.2.1 Cas sous-critique : 202 < 1

Pour une suite f = (fy, £ € N) de B(SS), lorsqu’elles sont bien définies, nous considérerons
les quantités suivantes.
SRR (f) = B (F) + 285 (7). (5.12)

ou :

D) =Y B+ > 2P (95 )e?)),
£>0 £>0,k>0

M= Y AT+ Y 2 P (9 Sam 8T,
0<t<k<oo 0§€<>k0<oo

Alors, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 5.1. Soit X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de distribution initiale v. Soit f = (fo,£ € N) une suite de B(S).

— Dans le cadre ponctuel, on suppose que les Hypothéses 5.1 et 5.3 sont satisfaites
avec a € (0,1/v/2) et que la suite | est une suite de F satisfaisant uniformément
I’Hypothese 5.3, i.e. (5.3) pour un g € F.

— Dans le cadre L?, on suppose que les Hypothéses 5.5 et 5.6 sont satisfaites avec
a € (0,1/V/2) et que la suite § est bornée dans L*(p), i.e. supey || fo [ a(uy < +oo.

Alors on a la convergence en loi suivante :

(d) G,

n—-+4o0o

Nn,@ (f)

ot G est une variable aléatoire Gaussienne centrée de variance Y5°°(f) définie en (5.12),
qui est bien définie et finie.

En considérant les suites définies en (5.10) et (5.11), nous obtenons aisément le corol-
laire suivant.

Corollaire 5.1. Soit f € B(S) et X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de
transition P et de distribution initiale v telles que, avec a € (0,1/+/2), soit les Hypothéses
5.1 et 5.3 sont satisfaites et f € F, ou alors les Hyptheses 5.5 et 5.6 sont satisfaites et
f € L*(u). Alors, on a les convergences en loi suivantes :

. d B 4
G VMg, (F) — Y Gy et |Tal"V2Mr () — Y G,
n—+o0 n—-+00
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ot G1 et Go sont des variables aléatoires Gaussiennes centrées de variances respectives
b b 5 .
EEP(f) et FP(f) définies par

SEO() = P2+ 302 (P (QF9?)) et SEU() = SV + 2585(), (5.13)

k>0

SRB() = D (s FF) + D021, P (7 @ym QT ).

E>1 k>1
r>0

Apercu rapide de la preuve du Théoréme 5.1 (voir [20], Section 4, et [19], Section 5, pour plus de détails).
Soit (pn,n € N) une suite décroissante d’éléments de N* telle que, pour tout A > 0 :

pn<n, limp,/n=1 et lim n—p,— Alog(n)=+co.
n—o0o n—o0

Rappellons l'ordre lexicographique sur T, “<”, défini au Chapitre 1. Pour ¢ € T, nous
définissons la o-algebre
Fi = {Xu;u €T tel que u < i}.

Par construction, on F; C J; des que i < j. Nous définissons pour n € N, i € G, et
f = (fe, £ € N) les incréments de martingale

Ani(P) = Noi() =E[Nai(H|Fi] et An(H) = D Anilf), (5.14)

i€Gr—pp,

ou

Pn
Nn,i(f) = ‘Gn’_lﬂ ZMiGm_e(ff)-

=0

Alors, en utilisant la propriété de branchement, on obtient la décomposition
Ny o(f) = An(f) + Ro(n) + Ri(n), (5.15)

ou A, (f) est défini en (5.14),

n—pp—1
Ro(n) = |Gn| 2 3" Mg, (far) et Ri(n)= > E[Noi(f)|F].  (5.16)
k=0 1€Gn_p,

On montre premierement que Ry(n) et Ry(n), définis en (5.16), convergent en probabilité
vers 0. Ensuite, on termine la preuve du Théoreme 5.1 en montrant un théoreme central
limite pour A, (f). Pour cela, on utilise le théoréme central limite pour les martingales.
Les preuves des convergences en probabilités utilisent de fagon intensive les many-to-one
formulae et le controle des moments d’ordre 1, 2 et 4. ]
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5.2.2 Cas critique : 20% =1

Soit J I’ensemble des indices mentionné dans les Hypotheses 5.4 et 5.7. Pour j € J,
nous désignons par R; la projection sur I’espace propre associé a o avec a; = 0;a, |0;| = 1.
Puisque Q est un opérateur réel, on obtient que si o; est une valeur propre non réelle, alors
son conjugué «; est également une valeur propore. Nous désignerons par ij la projection
associée a @;. Pour toute fonction f € B(S), si ces quantités sont bien définies, nous
posons

> Ri(f) avee f=f—(uf).
JjeJ
Pour une suite f = (fy, £ € N) de B(S), quand elles sont bien définies, nous considérons les
quantités :
S (F) = BE(F) + 2857(f), (5.17)

ou :

Eim(ﬂzzf (0 Pfegr) = 22 kz (b, PR (fi) Dy Ry (i),

=0 k>0 JjeJ
Egrit (f) — Z 2_(k+£)/2 <M7 (Pfl:,ﬁ%
0<t<k

avec, pour k,/ € N :

Fie = 057 Ri(fr) @eym R;(fo).

jedJ
Remarque 5.5. Nous dirons qu’une suite f = (fy,¢ € N) de F satisfait uniformément
[’Hypothése 5.4 s’il existe g € F tel que :
9" (f)l <g, [2"(fo)l <a”g et |Q"(fo)l < Bna’g Vn,LeN. (5.18)
Théoréeme 5.2. Soit X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de transition P et

de distribution initiale v. Soit f = (fo,¢ € N) une suite de B(S).

— Dans le cadre ponctuel, on suppose que les Hypothéses 5.1 et 5.4 sont satisfaites avec
o = 1/v/2 et que la suite | est une suite de F satisfaisant uniformément I’Hypothése
5.4, 1.e. (5.18) pour un g € F.

— Dans le cadre L?, on suppose que les Hypothéses 5.5 (avec ko € N), 5.6 et 5.7 sont sa-
tisfaites avec o = 1/\/2 et que la suite f est bornée dans L*(p), i.e. supgey || fo lag) <
+o00.

Alors on a la convergence en loi suivante :

VN, o() —— G,

n——4o00

ou G est une variable aléatoire Gaussienne centrée de variance X (f) définie en (5.17),
qui est bien définie et finie.
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Les grandes lignes de la preuve du Théoreme 5.2 sont les mémes que celles du Théoreme
5.1. Nous renvoyons a [20], Section 5 pour plus de détails. Pour une fonction f € B(S5),
nous posons

SEU) = S PR () Gy Ty (1)) ot SFUS) = SE() +2585(f). (5.19)
jed
ou

: 1 R
Ecrlt(f) _ 7< ,fP(ij(f) Psym R](f)»
T.2 jEZJ \/59] —1 a

Alors, en considérant les suites définies en (5.10) et (5.11), nous obtenons aisément le
corollaire suivant.

Corollaire 5.2. Soit f € B(S) et X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de
transition P et de distribution initiale v telles que, avec o = 1/+/2, soit les Hypothéses
5.1 et 5./ sont satisfaites et f € F, soit les Hypthéses 5.5 (avec ko € N), 5.6 et 5.7 sont
satisfaites et f € L*(u). Alors, on a les convergences en loi suivantes :

_ It d _ ~ d
(IGa) 2 Mg, () =2 G, et (ITal) ™20, () - G,

ot G1 et Go sont des variables aléatoires Gaussiennes centrées de variances respectives
SEE(f) et T(f) qui sont bien définies et finies.

5.2.3 Cas sur-critique : 2a% > 1

Nous allons travailler dans le cadre suivant.

— Pour l'approche ponctuelle, nous faisons les Hypotheses 5.1 et 5.4 avec o € (1/ V2, 1)
dans (5.5).
— Pour I'approche L2, nous faisons 'Hypothese 5.5 (ii) et 'Hypothese 5.7 avec o €
(1/4/2,1) dans (5.8).
Nous considerons la filtration H = (H,,n € N) définie par H,, = o(X;,i € T,). Nous

rappelons 'ensemble J et les projections R; définies dans les Hypotheses 5.4 et 5.7. Nous
avons le lemme suivant.

Lemme 5.1. Pour tout j € J et pour f € F ou f € L?(u) (selon qu’on est dans l’approche
ponctuelle ou Uapproche L?), la suite M;(f) = (M ;(f),n € N), avec

Myi(f) = 205)™" Mg, (R;(f)),

est une H-martingale qui converge presque sirement et dans L? vers une variable aléatoire
que nous notons M ;(f).
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Idées de la preuve. La preuve du Lemme 5.1 utilise la décomposition suivante :
Mg, (f)= > (f(Xuw)+ f(Xu)), VfeB(S),
ueGn—l

la propriété de branchement, les many-to-one formulae et le théoreme de convergence des
martingales. O

Théoréme 5.3. Soit X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de distribution initiale v. Soit f = (fo,¢ € N) une suite de B(S) telle que :

— dans le cadre ponctuel, la suite | est une suite de F' satisfaisant uniformément I’Hy-
pothése 5.4 ;

— dans le cadre L?, la suite § est bornée dans L®(y).
Alors, on a la convergence en probabilité suivante

(20%) 72N, 0(F) — Y (20) Y 0 Mo i (fo) —— 0.

n—oo
¢eN jeJ

Idées principales de la prewve (pour plus de détails, voir [20], Section 6). Soit (pn,n € N)
une suite de nombres pairs telle que (pour n > 3) :

) R
< pn<n, lim(n-—p,) =00 et lim of(nfpn)ﬂﬁnﬂ =0.

6 n—00 n—00

La preuve repose principalement sur la décomposition suivante
Noo(f) = Ro(n) + Ra(n) + TV (F) + T (§),

o, avec les notations (5.15) et (5.16),

n—pn—1

Ro(n) =|Gn|™* Y Mg, (fas),
k=0

TG = €2 3 Yt (20 (x)),

1€Gp—p, £=0
DPn
T ) = Gal 12 Y7 S 2P lan =N 00t Ry (f,)(X5),
i€Gp_p,, £=0 jeJ
Ry(n) = Z (Nn,z(f) - E[Nn,i(f)w{n—ﬁn])-

i€Gh_p,

On montre premierement que Ro(n), Ra(n) et T, ,(ll)(f) convergent en probabilité vers 0. On
termine ensuite la preuve en montrant que

(20%) 2T () Y 2a) Y 0 Mo i (f) —— 0.

n—oo
¢eN jeJ
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La preuve de ces convergences utilisent principalement le controle des moments d’ordre 1
et 2 a travers les many-to-one formulae. O

Comme conséquence direct du Théoreme 5.3, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 5.3. Soit f € F ou f € L8(u), selon qu’on travaille avec 'approche ponctuelle
ou Uapproche L?, et soit X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de transition
P et de distribution initiale v. On suppose que « est l'unique valeur propre de module o
(et par conséquent, J est réduit a un singleton {jo}). Alors on a

(20) " Me, (F) —2 Maoo (1) and - (20) "M, (F) —2 - 2% Moo ()

ot Mo j, (f) est la variable aléatoire définie dans le Lemme 5.1.

Remarque 5.6. Dans le cas sur-critique, nous n’avons pas un théoreme central limite au
sens classique. Ceci est di au fait que le centrage et la normalisation ne sont pas adaptés
dans ce cas. Obtenir le “bon” théoréme central limite dans le cas sur-critique fait partie
de nos objectifs pour ’avenir.

5.3 Extention au processus mere-filles

Soit X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de transition P et de distribution
initiale v. Dans cette section, nous nous plagons exclusivement dans le cadre ponctuel. En
particulier, nous rappelons que p est la mésure de probabilité invariante de Q, la probabilité
de transition de la chalne de Markov bifurcante X. Nous considérons le processus mere-
filles X% = (X/,u € T) défini & la Section 1.1.4. En se rapellant de (1.1) et des notations
de la Section 1.1.4, pour une suite f = (f¢, £ € N) d’éléments de B(S?), nous posons

Noo() = [Gal 712 Y Mg, (fo), (5.20)
£=0

oil nous avons posé f; = fr— (u®, fo) = fo—(u, Pfe). Alors, en utilisant le caractere “Mar-
kovien bifurcant” de X* et les résultats de la Section précédente, nous sommes capables
d’établir les résultats suivants.

5.3.1 Cas sous critique : 2a” < 1

Théoréme 5.4. On suppose les Hypothéses 5.1 et 5.9 satisfaite avec o € (0,1/+/2). Pour
toute suite § = (fy,£ € N) d’éléments de B(S?) telle que (Pfy,0 € N), (Pf2,0 € N) et
(Pf}, € € N) existent et sont des suites d’éléments de F qui satisfont (5.3) pour un g € F,
on a la convergence en loi suivante



ot G est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance L5 (f) définie par

B0 (f) = B () + 2257 (),

avec Xp° Sub(§) et ES’Sub(f) définies par :

b 5 Zz D)+ S 25, PK(P ) @ QH(PRL)),

£>0,k>0

,sub ,sub ,sub
2 () = 297 () + 235 (),

SR = Y 27, PR QTP ) @ QIP(f))),
0<t<k

S5 = Y 2, PQT(P(fi) @y O TFUP(f)))).-
Ogégk

Idée principale de la preuve. On applique le Théoreme 5.1 a la chaine de Markov bifur-
cante X°. O

Remarque 5.7.
1. Une conséquence du Théoréeme 5./ est que si f € B(S?) est telle que P(f), P(f?) et

P(f*) emistent et appartiennent a F, alors Mg, (f — Pf) et Mg, (Pf) sont asympto-
tiquement indépendantes, ce qui n'est pas le cas pour Mr, (f — Pf) et My, (Pf), et

pour Mg, (f —Pf) et Mg, (f)-
. Dans le cas spécial ou la suite (fy, 0 € N) est telle que Pfy = 0 pour tout £ € N, on

a la convergence en loi suivante pour tout o € (0,1) :

@, g, (5.21)

n—oo

Nyo(F)

ot G est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance 3(f) définie par

22 Z M?ipff

=0

On peut observer dans ce cas spécial que la variance asymptotique ne dépend pas du
taux d’ergodicité géométrique de la chaine marquée. Ceci a pour conséquence la dispa-
rition des trois régimes de convergence de la Section précédente. Nous généralisons
ainsi les les résultats de Guyon [62] et les résultats de Delmas et Marsalle [44].
On retrouve en particulier que si fi,...,fq sont des éléments de B(S>) tels que
Pfo = 0 et P(ff) € F pour tout £ € {1,---,d}, alors les variables aléatoires
G| ~Y2Mg,, ,  (fo), £ € {1,...,d}, sont asymptotiquement indépendantes.
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5.3.2 Les cas critique et sur-critique : 2a% =1 et 202 > 1.

Dans le cas ou les fonctions ne sont pas centrées par rapport a P, on voit apparaitre
de nouveau les différents régimes de convergence. Soit f = {fs, £ € N} une suite de B(S?).
Nous rappelons I'ensemble J, les nombres complexes 6; et les projections R;, j € J, définies
dans 'Hypothese 5.4. Pour k,£¢ € N, nous introduisons la notation suivante :

Plie= D05 "Ri(Pfi) Raym R; (o).
JjeJ
Alors nous avons le résultat de convergence qui suit.

Théoréme 5.5. Soit § = (fs,£ € N) une suite d’éléments de B(S3) telle que les suites
(Pfe,l € N), (Pf2,0 € N) et (Pf},¢ € N) sont des suites d’éléments de F qui satisfont
(5.18) pour un g € F.

1. Si les Hypotheses 5.1 et 5./ sont satisfaites avec o = 1/+/2, alors on a

n 12N, (5 s G,

n—oo

ot G est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée de variance L% (§) définie

par . )
S (f) = DR + 235 (f),
o
“+oo
SN =D 27w PR et TN = D 2 O PP ).
(=0 0<t<k

2. Si les Hypotheses 5.1 et 5./ sont satisfaites avec o > 1/\@, alors on a
_ _ _ P
(20%) "N, (1) — 3 (20) S8 M (P(f) —— 0,
£eN jeJ

ot les Mo j(P(fe) sont définies dans le Lemme 5.1.

Idées principales de la preuve. La preuve utilise la décomposition suivante. Soit (s,,n €
N) une suite de nombre réels convergeant vers 0 :

$uNn o (D) = snlGnl 2D " Mg, (fo — Pfo) + sal Gl 2D Mg, _,(Pfe — (1. Pfe)),
/=0 (=0

Le premier terme du membre de droite converge en probabilité vers 0 grace a (5.21) et le
second terme permet d’obtenir le résultat du Théoreme 5.5 grace aux Théoremes 5.2 et
5.3. O
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Remarque 5.8. Comme pour les théorémes 5.2 et 5.3, la vitesse de convergence dans
le Théoréme 5.5 est plus rapide que celles des résultats donnés dans [44, 62]. En effet,
comme nous allons 'observer dans les illustrations numériques, dans le cas sur-critique,
cette vitesse est une fonction croissante du taux d’ergodicité géométrique. Une fois de plus,
pour une fonction f € B(S3) telle que P(f) # 0, si toutes les projections de Pf sur les
sous espaces propres associés aux valeurs propres {aj,j € J} (voir Hypothése 5.4) sont
nulles, alors on fait des projections dans la famille des sous espaces propres suivantes,
i.e. les sous espaces propres associés a la famille des valeurs propres dont le module suit
directement celui des «;.

5.3.3 Illustration numérique

Le but de cette Section est d’illustrer I'impact du taux d’ergodicité géométrique de la
chaine marquée sur la convergence en loi des fonctionnelles de chaines de Markov bifur-
cantes. Nous considérons le processus BAR symétrique défini en (1.3) avec a = . Nous
rappelons que « est une valeur propre de multiplicité 1 et I’expression de la projection
orthogonale sur le sous espace propre associé a « est donnée dans (5.7). Afin d’illus-
trer l'effet du taux d’ergodicité géométrique sur les fluctuations, nous allons représenter,
pour A, € {G,,T,} et pour une fonction f, la pente b, ,, de la droite de régression
de log(Var(|A,|"* My, (f))) en log(JA,]), en fonction du taux d’ergodicité géométrique
a. Pour les processus classiques (par exemple les variables aléatoires i.i.d.), les points
sont situés autour de la droite horizontale y = —1. Dans notre cas et pour n assez
grand, en conséquence des Corollaires 5.1, 5.2 et 5.3, la pente théorique espérée est
ban ~ hi(a) = log(a? v 271)/log(2) si la projection de f sur le sous espace propre
associé a «a est non nulle. Par contre, dans le cas ou la fonction f appartient au noyau de
Popérateur Q définie en (5.6), on observe que cette pente n’est plus la bonne : il faut alors
projeter f dans le sous espace propre qui suit.

Nous allons considérer les fonctions f définies sur R par f(z) = 2P, pour p € {1,...,4}
et les fonctions f; et fo définies sur R? par fi(z,y,2) = 2%y et fo(z,y,2) = vz. Comme
on peut I'observer, la pente b, , est une fonction croissante de . On peut aussi observer
que les courbes présentent deux tendances avec une transition de phase :

— autour de a = 1/v/2 pour f(x) = 2P (avec p € {1,3}) et pour fi;

— autour de a® = 1/v/2 pour f(x) = 2P (avec {p € {2,4}}) et pour fo.
Les différentes courbes ont des comportements standards pour a < 1//2 (dans le cas
f(z) = 2P (avec p € {1,3}) et f1) ou pour a® < 1/4/2 (dans le cas f(x) = 2P (avec
{p € {2,4}}) et f3) et un comportement non standard au-dela des seuils 1/v/2 ou 1/21/4
suivant les cas. Pour le cas p € {2,4} et fo, la bonne normalisation est (20*)~"/2. Ceci
est du au fait que pour ce cas, nous projetons les fonctions dans le sous espace propre
associé a la valeur propre o, puisque les projections de ces fonctions dans le deuxieme
sous espace propre sont nulles, ce qui intuitivement permet de dire que la pente théorique
est la fonction hy définie par ha(a) = log(a* Vv 271)/log(2).
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Slope bq,n

FIGURE 5.1 — Courbe de la pente b, 5, de la droite de régression de log(Var(|A,| "My, (f)))
en log(|A,|) en fonction du taux d’ergodicité géométrique «, pour n = 15, A,, € {G,,, T, }
et f(z) = xP avec p € {1,3}. Dans ce cas, on a R(f) # 0, ou R est le projecteur définie en
(5.7). On peut voir que la courbe empirique (en noir) est proche de la courbe théorique
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attendue (en rouge) de la fonction hi(a) = log(a? vV 271)/log(2) pour a € (0, 1).
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FIGURE 5.2 — Courbe de la pente b, ,, de la droite de régression de log(Var(|A,| 1My, (f)))
en log(]Ay,]) en fonction du taux d’ergodicité géométrique «, pour n = 15, A,, € {G,,, T, }
et f(z) = aP avec p € {2,4}. Dans ce cas, R(f) = 0, ou R est le projecteur défini en
(5.7). On peut observer que la courbe empirique (en noir) n’est plus proche de la courbe
de la fonction hy(a) = log(a? v 271)/log(2) pour 2% > 1 (ligne pointillée en rouge) ; par
contre elle proche de la courbe (en bleue) de la fonction ha(a) = log(a*Vv271)/log(2) pour
aec (0,1).
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FIGURE 5.3 — Courbe (en noir) de la pente b,, de la droite de régression de
log(Var(|A,|~'My, (f))) en log(|A,|) en fonction du taux d’ergodicité géométrique o,
pour n = 14, A, € {G,,T,} et fi(x,y,2) = 2%y, fo(z,y,2) = zy. On a R(Pf1) # 0 et
R(Pf2) = 0 . Pour les deux figures de gauche, on observe que la courbe empirique (en
noir) est proche de la courbe (en rouge) de la fonction h1(a) = log(a? vV 271)/log(2) pour
a € (0,1). Pour les deux figures de droite, on observe que la courbe empirique (en noir)
s’écarte de la courbe de la fonction hj(a) pour @ > 1/+/2, mais elle est proche de la courbe
(en bleue) de la fonction ha(a) = log(a* v 271)/log(2).
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Remarque 5.9. A Uissue de tous ces calculs, une conclusion qui se dégage est que, a
l’exception de quelques cas particuliers, les fonctionnelles de chaines de Markov bifurcantes
peuvent présenter deux types de comportement en fonction de la valeur du tauzr d’ergodicité
géométrique (ou du taux de convergence en distance de Wassertein) de la chaine marquée
avec un point de transition. Comme mnous l'avons observer dans l’exemple précédent, le
point de transition n’est en général pas universelle : il dépend des fonctions utilisées et
de la nature du probleme a traiter. Ces deux types de comportements sont l’illustration
de ce que nous avons appelé “compétition entre lois et généalogie”. En effet, lorsque la
loi du processus est prédominante, ce qui correspond aux “petites valeurs” du taur de
convergence a I’'équilibre de la chaine marquée, les fonctionnelles de chaines de Markov
bifurcantes ont un comportement classique. Mais pour les “grandes valeurs” du tauz de
convergence o ’équilibre de la chaine marquée, le comportement de ces fonctionnelles n’est
plus classique ; on peut voir dans ce cas que la taille de la population a une grande influence
sur leur comportement. Notons que cette nouvelle vision ouvre des perpectives nouvelles
pour €tendre les résultats du Chapitre 3 et pour étudier de nouvelles méthodes d’estimation
non paramétrique pour les chaines de Markov bifurcantes.

5.4 Application a I’étude des estimateurs a noyau de la den-
sité invariante et de la densité de la probabilité de tran-
sition

Afin de facilité notre exposé, nous nous placons uniquement dans le cadre ponctuel ;
les résultats et les techniques de preuves restent globalement les mémes dans le cadre L2.
Dans la suite, nous posons S = R?, d > 1, et nous munissons S de sa tribu borélienne Bg.
Nous posons A, € {G,, T, }. Nous faisons les hypotheses supplémentaires suivantes.

Hypothese 5.8. La probabilité de transition P admet une densité, que nous notons encore
P, par rapport a la mesure de Lebesgue.

Remarque 5.10. L’hypothése 5.8 entraine que les probabilités de transition Py, P1 et
Q, la mesure de probabilité invariante p et la mesure de probabilité pu* (définie en (1.2))
admettent des densités, que nous notons encore Py, P1, Q, p et pu® respectivement, par
rapport a la mesure de Lebesgue (pour plus détails, nous renvoyons par exemple a [54],
chap 6).

Hypotheése 5.9. La constante suivante est finie :

Co = sSup (;L(.CL‘) + Q(SL‘, 1‘0) + {P(l',.%'(],l‘l))-

T,x0,L1ES

Remarque 5.11. Rappelons que l'intérét de l’estimation des densités p et P vient du
fait que la probabilité invariante et la probabilité de transition d’une chaine de Markov
bifurcante sont inconnues en pratique, bien qu’elles jouent un role déterminant dans le
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comportement asymptotique et non asymptotique des fonctionnelles de chaines de Markov
bifurcantes.

5.4.1 Définition des estimateurs de i et P

Nous observons X" = (X2)yeca,, ot A, € {G,,T,} i.e. nous avons 2"*2 — 1 (ou
3 x 2™) variables aléatoires 2} valeurs dans S. Nous considerons une fonction intégrable
K € B(S) telle que [g¢K(x)dr = 1. Notons que dans ce cas, on a K% e B(S?)
et [ou K9 (a, mo,azl)dazdxodxl = 1. Soit h une fenétre. Comme au Chapitre 2, nous
définissons pour tout z,xg,x1 € S :

uc€h,
~ 1
i (@, x0, 1) = AL Z K (rzom1 — X2),
u€hn,
3 fy, (zxo1)
Pan (@, 20,21) = 7A£A @ (5.23)

ott Ky(z —y) =h ¥2K(h Yz —y)) et
K3 (zzozt — yyoyr) = h Y2 K23 (b Yz — ), h ™ Yzo — yo0), L (1 — 1)),

ot nous utilisons la convention que UA’An (xzoz1) = 0 si fip, (z) = 0. Soulignons cependant
si K est strictement positive, alors fis, () > 0 pour tout = € S.

Remarque 5.12.

1. Nous avons omis n dans [’expression de la fenétre “h” afin de ne pas surcharger
Uécriture. Aussi, les résultats que nous allons énoncer peuvent étre aisément étendus
aux cas des fenétres anisotropes, i.e. en considérant un vecteur de fenétres dont les
composantes peuvent étre différentes (voir par exemple (3.5) ). Pour notre commodité,
nous avons choisi de travailler avec les fenétres isotropes.

2. La forme de l’expression de i donnée en (5.22) différe légérement de celles données
n (2.6) et en (3.5). Nous avons adopté celle donnée en (5.22) afin d’étre plus
cohérent avec les expressions (5.9) et (5.20).

Remarque 5.13. Notons qu’en imitant (5.23), les densités Py, P1 et Q peuvent respecti-
vement étre estimées par :

By (z,y) = M vne{0,1} et Q, (z y):M
! fia, (x) ’ e fia, (x)

9

64



ou [ia, est défini en (5.22) et
iy M, y) |A |hd Z Kp(z — Xo)Kn(y — Xuy) et

Z Kn(x — X, ) Kny — Xu),

~9Q
Ha,, (ZL‘, y) | d

ot u” désigne la mere dew et A} | =Ty 1\ Go st Ay =Ty et A} | = Gpy1 si Ay =Gy,
L’¢tude de Py, , et Qp, se déduit aisément de celle de Py, .

5.4.2 Principaux résultats

Les hypotheses suivantes sont valables pour 1’étude de l'estimateur 1 de la densité
invariante.
Hypothese 5.10.
(i) Le noyau K vérifie

| K| < o0, || K|l <400, ||[K|y <400, et lim |z|K(z) =0.

|z| =400

(i) 1l existe y € (0,1/d) tel que la fenétre est définie par h, = 277 et le tauz d’ergodicité
géométrique vérifie 2a° < 247,
Hypothése 5.11. I’Hypothése 5.10 est satisfaite et il existe s > 0 tel que :
(i) p€Hsy, ous=(s,...,5) € R%
(ii) Le noyau K est d’ordre (|s],...,|s]) € N :ona [pa|z|*K(z)de < oo et [ l‘? K(z)dz; =
0 pour tout k € {1,...,[s]} et j €{1,...,d}.
(i) Contréle de la fenétre : On ay > 1/(2s+d), c’est-a-dire lim,,_, |G, |h2+ = 0.
Pour I'étude de estimateur P de la densité de la probabilité de transition, nous avons
besoin des hypotheses supplémentaires suivantes, qui sont une modification des Hypothéses

5.10 et 5.11 diie au fait qu’on passe d’un espace de dimension d a un espace de dimension
3d.

Hypotheése 5.12.

(i) Le noyau K vérifie
| K|, < +oo.

(i) 1l existe v € (0,1/3d) tel que la fenétre est définie par hy, =277 et le taux d’ergo-
dicité géométrique o vérifie 2a° < 2347,

Hypothése 5.13. L’hypothése 5.12 est satisfaite et il existe s > 0 tel que :
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(i) p* € Hza, 0 8= (5,...,8) € R34,
(ii) Contréle de la fenétre : On ay > 1/(2s+3d), c’est-a-dire lim,,_,o0 |G, |h25T38 =
0.
Nous avons le résultat suivant.
Théoréme 5.6. Soit X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de mesure initiale v telle que les Hypothéses 5.1, 5.3, 5.8 et 5.9 soient satisfaites.
(i) Sous les Hypothéses additionnelles 5.10 et 5.11 , on a, pour tout x € R?,

fin, () —— p(a), (5.24)
VIAnlbd (Gin, (@) — () = G, (5.25)

ou G est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée de variance || K Hg w(x).

(ii) Sous les Hypothéses additionnelles 5.10, 5.12 et 5.13, on a, pour tout x,xg,z1 € R,

~ p
Pa, (x, 20, 21) —— P(x, 20, 21)
n—oo

Al B3 (P, (2, 20, 21) = P2, 20, 1)) 9, G,

n—oo
ot G est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée de variance | K||§ P(z, xo, z1)/p(x).

Principales idées de la preuve (voir [21] Section 4.2 et [18] Section 4 pour plus de détails).
Pour A,, = T, on a la décomposition suivante

VGl N (G) + B (2),

pir, (v) — p(z) =
T, ‘hd/Q

ou fn, = (fen, £ € N) avec les fonctions fy,, définies pour tout y € R? par

Ky(x —y)=h" 2K (%Y) sin>(>0
fZ n( ) = .
0 sinon,
la somme N, g est définie en (5.20) avec f, a la place de f et le terme de biais By, est

défini par

By, (z) = . ‘hd/gz 2", fon) — n(x) = (b UK (hy (@ = ))) — pla).

Alors (i) du Théoreme 5.6 s’obtient en montrant que N,, ¢(fn) vérifie le résultat attendu
et que
lim |T,|'2h/?By, (x) = 0. (5.26)
n—oo
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La preuve de (5.26) est classique. La preuve de la convergence en loi de N,, y(f,) suit les
grandes lignes de celle obtenue au Théoreme 5.1, avec f, a la place de §.
Pour A,, = G, la démarche est la méme avec les fonctions f;,, définies par

ff,n (y) =

Kp(z—y) =h 92K (3Y) sit=0
0 sinon.

La preuve de (7i) du Théoreme 5.6 utilise de la décomposition suivante :

~ ﬁA (xazoxl) Maxox
V1A @y (z2021) — Plezoar)) = (A3 12 (Pon _ - (zmory),

fin, (v) fina (7)
RO AP i ) - )

En utilisant des inégalités du type (3.6), la convergence (5.24) et le Lemme de Slutsky,
on montre que le second terme du membre de droite de ’égalité précédente converge en
probabilité vers 0. Le premier terme du membre de droite de 1’égalité précédente vérifie le
résultat attendu en établissant un résultat similaire & (5.25) pour p® a la place de p et en
utilisant le Lemme de Slutsky. O

Remarque 5.14. On voit ainsi apparaitre deux régimes pour le choix de la fenétre. En
effet, comme on peut 'observer, les Hypothéses 5.10 (i) et 5.12 (i1) sont satisfaites auto-
matiquement si 202 < 1 et dans ce cas, le choiz de la fenétre est classique. Pour 2o > 1,
le choiz de la fenétre devient moins classique, puisque dans ce cas, la fenétre est fonc-
tion du tauz o & travers les relations 202 < 24 et 2a® < 23, On observe ainsi que le
taux d’ergodicité géométrique de la chaine marquée se comporte comme un parametre de
régularité, au méme titre que la réqularité s des Hypothéses 5.11 et 5.13. Une nouvelle
question émerge alors de cette observation : “construire une méthode adaptative prenant
en compte le fait que 8 et a sont des parameétres inconnus”. L’exploration de cette ques-
tion fait l'objet d’une étude que j’ai entrepris avec Marc Hoffmann et Angelina Roche.
Soulignons que ces deux régimes dans le choix de la fenétre sont en adéquation avec les
conclusions des Sections 5.2 et 5.3, ot nous avons observé que les chaines de Markov
bifurcantes ont un “comportement classique” pour les valeurs du teuzr o plus petit qu’un
certain seuil (en général 1/+/2) et des comportements non habituels au deld de ce seuil. Ce-
pendant, le Théoreme 5.6 semble nous dire qu’il y a une disparition des différents régimes
pour les fluctuations des estimateurs Lip, et Py, . En fait, il n’en est rien puisque, pour
fia, par ezemple, le théoréme central limite a été établi pour 202 < 297, Quand on pousse
plus loin les calculs, on observe que pour 202 > 2%, Uerreur quadratique de s, est de
Vordre de o (différent de \/|An|hd). Il se trouve alors qu’on a toujours deuz régimes.
Mais ici, le point de la transition de phase, qui est une fonction de la régularité s des
fonctions inconnues, différe des points évoqués aux Sections 5.2 et 5.3.
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5.4.3 Sélection de la fenétre dans le cas particulier S =R

Nous avons développé deux méthodes basiques pour sélectionner les fenétres : une
méthode de validation croisée et une méthode de type Silvermann. Pour les illustration
numériques, nous renvoyons a [21], Sections 3.4 et 3.6 et [18], Section 5.3.

Remarque 5.15. Notons que puisque l’estimateur de la densité de transition P est un
quotient, voir (5.23), on sélectionne indépendamment une fenétre pour le numérateur et
une fenétre pour le dénominateur. Cette méthode, connue sous le nom de “l’approche a
deuz fenétres”, nous a été inspirée par les travaux de Comte et Marie [38]. Nous renvoyons
a plus tard une étude théorique approfondie de cette méthode pour les chaines de Markov
bifurcantes.

Sélection des fenétres par validation croisée

Nous choisissons les fenétres qui minimisent les erreurs quadratiques moyennes intégrées

E [ [ @, —MA)Q(moxl)divdwod:m] ot E [ | (@, —u>2<x>dx],

ou fig et fig, sont définies en (5.22) et (5.23). Ceci revient a minimiser les fonctions J*
et J définies par

Jo(h) =E U}w(ﬁénﬁ(;cxoxl)dwdmodxl} —2E [/Rg(ﬁénﬂA)(x,xo,xl)dxdazodxl]

et

50 = | [ @, w)te] 2| [ e, miois).
Nous renvoyons a [18], Section 5.1, pour plus de détails sur la méthode.

Remarque 5.16. L’avantage de la méthode de validation croisée est qu’elle ne nécessite
pas la connaissance du tauxr d’ergodicité géométrique de la chaine marquée, méme si on
peut observer son influence dans les calculs. Dans ['avenir, une étude plus approfondie
de cette méthode pour les chaines de Markov bifurcantes permettra de voir comment agit
le taux d’ergodicité géométrique de la chaine marquée. Le principal inconvénient de cette
méthode est le temps de calcul extrémement couteux qu’il nécessite.

Sélection de la fenétre par une regle de type Silvermann

Nous avons également développer une régle de sélection “a la Silvermann”, [97], en nous
appuyant sur le modele BAR symétrique défini en (1.3) avec p = 0. Nous prenons avantage
du fait que pour ce modele, la densité P de la probabilité de transition et les densités
invariantes u et p® sont connues. Nous nous comportons comme si les densités p et u sont
inconnues, excepté que ces fonctions sont deux fois contintiment dérivables. La méthode
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repose alors sur le contrdle asymptotique du risque quadratique intégré des estimateurs i et
12 des densités invariantes p et ©®. Une estimation du parametre d’ergodicité géométrique
est également nécessaire. Pour cela, nous nous sommes inspirés des travaux de Gyori et
Paulin [64] pour proposer I'estimateur suivant pour le parametre d’ergodicité géométrique
Q:

> X,

uEGn

~ ~ 1/m
o= Z“eGn—mH Y veuGy,  (Xu = X)(Xy = X) / avec X = !
> e, (Xu — X)? |G|

ou m € N est assez grand tel que m = O(n). En général, le choix m = |n/2| + 1 semble
étre pertinent. Ainsi, pour I'estimation de u, une approximation de la fenétre optimale est

h=1Gu| P51 ga2co1sy + (28°%) 7" 1gaesorssy, (5.27)
et pour I'estimation de p®, une approximation de la fenétre optimale est
h =G| "5 1y a2c00my + (28°) 25 1 gm0 007y, (5.28)

ol ¢ est l'estimateur standard de ’écart-type. Cette méthode est une adaptation de la
regle du pouce développée dans [97]. Une des nouveautés ici est que nous prenons en
compte 'estimation du taux d’ergodicité géométrique dans la procédure d’estimation.
Nous renvoyons a [18], Section 5.2, pour plus de détails sur la méthode.

Remarque 5.17.

1. Contrairement au cas classique, les estimateurs définis en (5.27) et (5.28) ont deux
parties, qui matérialisent la compétition entre la loi du processus et la généalogie.
Ces estimateurs se généralisent aisément au cas ou S = R4, d > 1.

2. La principale difficulté dans notre regle “a la Silvermann” réside dans l’estimation
du taux d’ergodicité géométrique ou tout reste a faire. Plusieurs estimateurs du touz
d’ergodicité géométrique ont été proposés dans la littérature des chaines de Markov
classiques. L’estimateur que mous proposons ici est obtenu en interprétant ce taux
comme un coefficient de corrélation entre deux générations.
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Chapitre 6

Principes de déviations modérées
pour les chaines de Markov
bifurcantes

Ce chapitre est issu des articles [25], écrit en collaboration avec Gorgui Gackou, et [16].
Nous complétons, d’une part les résultats de [23], ou le principe de déviations modérées
(PDM, en abrégé) avait été établi pour des fonctionnelles additives avec des fonctions
centrées par rapport a la probabilité de transition P ; et d’autre part, nous complétons les
résultats du Chapitre 5.

6.1 Principe de déviation modérées pour les fonctionnelles
additives de chaines de Markov bifurcantes

Nous considérons une chaine de Markov bifurcante (X,,u € T) & valeurs dans un espace
mesurable (S,8), de probabilité de transition P et de mesure initiale v. Nous rappelons les
définitions 2.2, 2.3 et 2.4. Nous faisons les hypotheses suivantes.

Hypothése 6.1. Il existe une mesure de probabilité p sur (S,.7), un nombre réel stric-
tement positif M et o € (0,1) tels que pour tout f € By(S) :

Q" f — (u, )| < M a"||fllo pour tout n € N.

Hypothése 6.2. Iis existent une mesure de probabilité p sur (S,.7), un nombre réel
strictement positif M, o € (0, 1), un ensemble fini d’indices non vide J, des valeurs propres
complexes distinctes {a;, j € J} de Uopérateur Q avec || = o, des projections complexes
non nulles {R;, j € J} définies sur CBy(S), le C-espace vectoriel engendré par By(S), tel
que RjoRj = RjroRj =0 pour tout j # j' (de sorte que ZjeJ:Rj est aussi une projection
définie sur CBy(S)) et une suite de nombres positifs (Sn,n € N) convergeant vers 0, tels
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que pour tout f € By(S), avec 0; = aj/a :
Q(f) = {1, £) = " SO Ry ()] < M Bua|flloc pour tout n € N.
jeJ

Remarque 6.1. Notons que les Hypothéses 6.1 et 6.2 sont des versions fortes des Hy-
poptheses 5.3, 5.4, 5.6 et 5.7. En particulier, si on suppose que S est un ensemble compact,
alors les approches ponctuelle et L? coincident.

6.1.1 Principaux résultats

Soit f = (f¢,£ € N) une suite d’éléments de By (S) telle que

sup{|[ felloo} = oo < +00, (6.1)
leN

Nous rappelons la somme N,, ¢(f) définie en (5.9), les variances ¥5P(f) et £i(§) définies
en 5.12 et 5.17 respectivement. Nous considérons la fonction de taux I définie par

{;zm-lx? si 3)(F) # 0

I(@) = sup{Ae — gA2(P} = ¢ ¥ S S() = 0

AER

(6.2)

ou

sy = [Z0 = S 2550 207 <1
B = ) 288 () si2e’ =1
Soit (by,)nen une suite de nombres réels telle que :

lim b, =00 et lim b7n207

et si 2a® =1, on a en plus

lim b2n%2™"" =0 pour un a € (0,1).
n—oo

Soit la suite (¢, )nen définie par
by, si20? <1
C fr—
" n/2p, si2a2 = 1.
Alors nous avons le résultat suivant.

Théoréme 6.1. Soit X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de mesure initiale v telle que

— pour 202 < 1, UHypothése 6.1 est satisfaite ;
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— pour 202 = 1, I’Hypothése 6.2 est satisfaite.
Soit §f = (fy, £ € N) une suite d’éléments de By(S) vérifiant (6.1). Alors c;* Ny, ¢(f) satisfait
un principe de déviations modérées dans S de vitesse b2 et de fonction de tauz I définie
en (6.2). En particulier, on a

lim log P (e, "Ny g(F)| > 6) = —1(5) V6> 0.

n—00 b%

Un aper¢u rapide de la prewve (Voir [25], Section 5 et 6, pour plus de détails). Nous rap-
pelons la décomposition 5.15. Alors, on termine la preuve en montrant ce qui suit :

1 _
Vo > 0, nh_}ngo 2 log P(|c;; ' Ry(n)| > 6) = —o0; (6.3)
1 _
Vo > 0, nh_)rgo 2 log P(|c;; 'Ry (n)| > 6) = —o0; (6.4)
e, 'AL(f)  satisfait un PDM sur S de vitesse b2 et de fonction de taux I. (6.5)

Les convergences (6.3) et (6.4) s’obtiennent a I’aide des inégalités de concentrations. La
preuve de (6.5) utilise le principe de déviations modérées des martingales. O

Remarque 6.2.

1. Notons que nous n’avons pas traiter le cas sur-critique 20% > 1. Ce cas nécessite un
centrage différent des fonctions. Nous renvoyons cette question a des travauz futurs.

2. Soit f € By(S). Soit fo et £ définis en (5.10) et (5.11) respectivement. En prenant
f=fo ouf=f, on obtient que ¢;'|G, |~ /2 Mg, (f) et c;|T,|"Y2 My, (f) satisfont
un principe de déviations modérées dans S de vitesse b2 et de fonction de taux I
définie en (6.2) ou on a remplacé X(f) par

EE;Ub(f)1~{2a2<1} + Egit(f)l{zoﬂ:l} pour Cr_Ll|Gn’_1/QMGn(f)
S (/) Lzazary + B¢ () ppa21y  pour ¢t Tn| =2 Mz, (f),

avec les variances asymptotiques SE0(f), S3U(f), SEU(f) et SLU(F) qui sont
définies en (5.13) et (5.19).

6.1.2 TIllustration numérique

Nous considérons la chaine de Markov bifurcante (X,,u € T) a valeurs dans [0, 1], de
probabilité de transition P = Q ® Q telle que la densité de Q, que nous notons encore Q;
est définie par

y1-v° v(1-y)

Uz,y) =1 —2) B23) 7 BG2)

z,y € [0,1],
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avec B(a, ) la constante de normalisation de la loi Beta de parameétre « et 8. Pour notre
commodité, nous choisissons Xy tel que £(Xy) = Beta(2,2), ou Beta(2,2) est la loi Beta
de parametres (2,2). Le processus ainsi défini est stationnaire et sa loi invariante est une
Beta de parametres (2,2). Nous avons aussi E [X,0|Xy] = E [Xu1|Xw] = Xu/54+2/5, (pour
plus de détails, voir par exemple [87]). En utilisant le Theorem 2.1 dans [65], on montre que
I’Hypothese 6.1 est satisfaite avec o« = 1/5. Nous sommes donc dans le cas sous-critique.
Nous allons premierement illustrer le Théoreme 6.1 avec la suite §f = (f,0,0,...) et la
fonction f(x) = z. Dans ce cas, nous avons les résultats exacts suivants :

(1w f) =g O F@)=5Ha—1) V20, Se(f)=6/115 ad 1(5) ="

2’ 12
Ensuite, nous illustrons le fait que la vitesse considérée dans le cas critique ne marche pas
dans cet exemple (ol nous sommes dans le cas sous-critique). Pour cela, nous simulons
B = 50000 échantillons (X () = (X&s), u € Gi2),s € {1,...,B}) d'une chaine de Markov
bifurcante a la n-iéme generation, avec n = 12. Pour chaque échantillon X (5) nous cal-
culons bﬁlNT(iq))(f) = 0,1 |Gn| V2 cq, (X — 1/2). Enfin, pour différentes valeurs de

§ > 0, nous calculons b, % log(B~! Zsle 1{|b,1N(s . Ce qui nous permet d’obtenir

Jl5))
des valeurs empiriques pour la fonction de taux. Ensuite, sur le méme repere, nous tracons
la fonction de taux théorique et la fonction de taux empirique. Comme on peut ’observer
sur la Figure 6.1, la fonction de taux empirique et la fonction de taux théorique coincident,
excepter sur la derniere figure ou la fonction de taux empirique est proche de 0. En effet,
pour cette figure, la vitesse considérée n’est pas valide en théorie dans le cas sous-critique;
elle est plutot valide pour le cas critique. Notons que les différences observées entre les
fonctions de taux empirique et théorique peuvent-étre expliquées par le fait que la taille
de I’échantillon n’est pas assez grande pour produire un nombre suffisant d’évenements de
grandes déviations.

6.2 Application : Principe de déviations modérées pour I’es-
timateur a noyau de la densité invariante

Nous posons S = R?, d € N*. Les résultats et les techniques de la Section précédente
nous permettent d’établir un principe de déviations modérées pour les estimateurs iy,
définis en (5.22). Nous avons pour cela besoin, en plus des Hypotheses 5.10 et 5.11, de
I’hypothese supplémentaire suivante.

Hypothése 6.3. Avec les notations de I’Hypotheése 5.10 (ii), on suppose en plus que
[’Hypotheése 6.1 est satisfaite avec

lim (21" %)™ = 0.
n—-+o0o

Remarque 6.3. Contrairement d la Section 5.4.2 (voir en particulier Remarque 5.14) ot
le tauz d’ergodicité géométrique a de la chaine marquée commence a influencer le choix de
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FIGURE 6.1 — Fonctions de taux théorique et exacte pour le principe de déviations
modérées de |G,|~1/2b, ' Mg, (x — 1/2). Dans les trois premicres figures, on peut observer
que les courbes théoriques et empiriques coincident, les différences pouvant étre expliquées
par le fait que la taille de I’échantillon n’est pas assez grande. Dans la derniere figure, on
peut observer que la fonction de taux empirique est proche de 0, ce qui normal puisque
pour cette figure, nous avons considéré une vitesse valide pour le cas critique et pour notre
processus nous sommes dans le cas sous-critique.
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la fenétre a partir de la valeur 1/\/5, nous observons, a travers I’Hypothése 6.3, que pour
le principe de déviations modérées, le taur d’ergodicité géométrique commence a impacter
le choiz de la fenétre a partir de la valeur 1/2. Ceci confirme en fait une observation
que nous avions faite auparavant : “pour les études des estimateurs non paramétriques
faisant intervenir des inégalités de concentrations, le point de transition se situe autour
de a=1/2".

Soit (bn,n € N) une suite de nombres réels positifs telle que

3/2
lim b, = +o0; lim b =0; lim b = +o0, (6.6)

n—-+oo T nS¥oo ‘Gn’h% " notoo ’G |h25+d
n|n

ou s est le parametre de régularité donné dans I'Hypothese 5.11. Soit (w,,n € N) une
suite de nombres réels telle que w, — 0 quand n — +oco. Alors on a le résultat suivant.

Théoréme 6.2. Soit X une chaine de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de mesure initiale v telle que les Hypotheses 5.8, 5.9, 5.10, 5.11 et 6.1 soient satisfaites. De
plus, pour o > 1/2, on suppose que I’Hypothése 6.3 est satisfaite. Soit (by,n € N) une suite
de nombres réels positifs qui satisfait (6.6). Alors pour tout x € R? et A, A¥ € {T,,G,},

YK |l2y/Baz (@) V @n) 'V |An & (B, (z) — p(x)) satisfait un principe de déviations
moderees dans R? de wvitesse b2 et de fonction de tauz I définie pour tout y € R par
I(y) = y?/2. En particulier, on a

1
lim 1ogB (bt (1K oy /fis (2)vezn ) \/lalnd

Idées de la preuve (voir [16], Section 4 et 5, pour plus de détails). Nous utilisons les mémes
décompositions que celles de la preuve du Théoreme 5.6. Nous utilisons ensuite les idées
de la preuve de Théoreme 6.1 pour obtenir le principe de déviations modérées. ]

(fin, (2)-u(@)) | > 8) = ‘522 V5 > 0.

Remarque 6.4. Le Théoréme 6.2 nous permet d’obtenir un intervalle de confiance pour
w(z) de longueur by, /\/|An| he et de niveau asymptotiquement proche de 1—exp(—(b2 §2)/2).
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Chapitre 7

Comportement asymptotique des
grandes valeurs du processus
bifurcant autorégressif

Ce chapitre est issu de 'article [6] écrit en collaboration avec Vincent Bansaye. Nous
nous intéressons au comportement a temps long du nombre d’individus ayant de grands
traits dans le processus BAR stable (voir (1.4)). Nous voyons apparaitre deux regimes
pour le comportement trajectoriel de ce nombre. Ces deux régimes dépendent du fait que
la valeur absolue de I'un des parametres d’autorégression (ag ol a;) est plus grande que 1.
Le théeme central de notre étude porte donc sur les densités locales. En explorant ce theme,
nous sommes amenés a étudier les grandes déviations de la chaine marquée associée au
processus BAR. En conséquence de notre étude sur les densités locales, nous obtenons un
résultat asymptotique pour la valeur maximale du processus BAR sur une génération.

7.1 Cadre général

Nous considérons le processus BAR défini en (1.4) avec, pour simplifier, by = by = 0
et Xy = 0. Nous supposons que ag, a; € R4, avec apa; < 1. La chaine marquée Y associée
a ce processus BAR est le processus autorégressif en environnement aléatoire défini par :

Yo=0 et VYn>1, Y,=0,Y, 1+c¢en,
ou 'environnement © = (#,,,n > 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que
P(91 S {ao,a1}) = 1, avec ]P((91 = a()) = P(Gl = al)

et (en,n > 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi normale standard, indépendante
de ©. Alors on a, pour tout n € N*

Yn = i ( ﬁ 0@) k- (71)

k=1 \4{=k+1
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Ainsi, Y, est une variable aléatoire gaussienne d’écart-type

Ay, = A6y, ..., 0,) = (7.2)

Notons que A, a la méme loi que A} = A(6,,...,01) et par monotonicité, A} converge
presque surement vers

oo k—1

ZHQE € (0, 0.

k=1 /(=1

AL =

Nous considérons la mesure ponctuelle aléatoire

Zn =Y 0x,.

1€Gy

Le processus Z ainsi défini est un processus de branchement multitype ou les types sont a
valeurs dans R. Pour deux réels a et b tels que a < b, on sait d’apres le many-to-one-formula
que

E (Zn([a,b])) = 2"P(Yy € [a,b]);

on a aussi que

o Zala,B]) 2 w((a, 1),

ol 7 est la loi de la variable aléatoire Y définie par

00 k—1
YC; = Z (}_[ 9() 52,
=1

avec (g}, k € N*) une suite de variables aléatoires i.i.d. gaussiennes, centrées et de variance
0?2, indépendante de I’environnement ©. Nous nous intéressons a I’étude de la densité
locale

Zn([an,00)) = {i € Gy : Xi > ap}

lorsque a,, — oo. Ceci nous conduit a étudier ’événement des grandes déviations {Y,, > a, }
et la valeur maximale du processus sur une génération

M, = max{X; :i € G,}.

Nous voyons apparaitre deux régimes dans notre étude : le régime ag = max{ap,a1} < 1

que nous appelons cas stable stricte et le régime a1 < 1 < ag que nous appelons cas stable
faible.
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7.2 Grandes déviations pour le processus Y

7.2.1 Grandes déviations et chemin des grandes déviations dans le régime
stable strict

Cette section a deux objectifs. Le premier, évaluer les probabilités de grandes déviations
du processus autorégressif a coefficients aléatoires (Y,,,n € N). Le deuxiéme, comprendre le
comportement asymptotique des trajectoires de ce processus conditionnellement a I’événement
des grandes déviations. On a le résultat suivant.

Théoréme 7.1. Soit (a,)nen une suite croissante de nombres réels qui tend vers l'infini.

On a

1 — a3

2

. 1
lim —
n—-+4o00 an

logP (Y, > a,) = (7.3)

De plus, pour toute suite d’entiers naturels (by)y telle que n — £, — oo et £, = o(logay,),
on a¥Vé >0

Ynfé Y
an

Sd, (On_gn,...,ﬁn):(ao,...,ao) YnZan =1.

lim P sup
n—+00 £6{07 7£n}

(7.4)

Remarque 7.1. Ainsi, l’événement des grandes déviations {Y, > a,} est réalisé en
sélectionnant 'environnement favorable ag dans les derniéres générations. La différence
principale avec les marches aléatoires branchantes est que ici, les déviations me sont pas
linéaires, mais géométriques.

Idées principales de la prewve (voir [6], Section 2.1 pour plus de détails). Premiérement, (7.3)
est obtenu en utilisant (7.1) et les bornes supérieure et inférieure de la queue d’une gaus-
sienne (voir par exemple [14]). Ensuite, (7.4) est obtenu en introduisant le temps

=sup{i=1,...,n:0;, = a1},
et en utilisant la structure autorégressive de Y,,. O
7.2.2 Grandes déviations dans le régime stable faible
Dans le régime stable faible, nous supposons qu’il existe K > 0 tel que
ag +aj = 2.
Soit k>0 et v € (0,1) définis par

log(ap)ag® + log(ai)at® = 0, v = (a5 4+ af®)/2 = gg{(ag +af)/2}.
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Nous introduisons la marche aléatoire (Sg)r>1 définie par S} =0 et
k—1
Sp= logb, (k=>2).
/=1

Pour I'étude de I'événement {Y;, > a,,}, nous supposons que le maximum S = supy>; Si est
atteint avant le temps n lorsque a,, est assez grand. Ceci correspond a dire les éveénements
{A} > an} et {Al > ay} sont comparables. Alors on a le résultat suivant.

Théoreme 7.2. Soit (a,,n € N) une suite de nombre réels telle que an=324" — 0
lorsque n — oco. Alors,
P(Y,>a,) <xP(4, >a,) <a,".

Idées de la preuve (voir [6], Section 2.2 pour plus de détails). Premiérement, le compor-
tement asymptotique de P (A, > a,) est obtenu en utilisant les résultats de Kesten [72],
Feller [57] (voir aussi [55]) et Borovkov [33]. La preuve de l'équivalence P (Y,, > a,) =<
P (A, > a,) utilise le fait que £(Y,|F,—1) = N(0,a2W32), ot W,, = A, /ay. O

Remarque 7.2. Nous avons bon espoir que le régime transitoire a1 < ag = 1 et a,, =
exp(np) avec p > 1/v peut-étre étudié en utilisant une approche similaire de celle du
Théoreme 7.2. Notons que la principale difficulté avec ce régime est que, d’apres nous,
{A} > an} et {A%, > an} ne sont pas comparables. Dans ces conditions, décrire le com-
portement de {Y,, > a,} nécessite plus de travail.

7.3 Densités locales pour le processus BAR

Rappelons les constantes s et v définies a la Section 7.2.2. Les résultats de la Section
7.2 nous permettent d’obtenir les comportements asymptotiques suivants.

Théoréme 7.3.

1. Sia; < ag <1, alors pour tout x € [0, /21log(2)/(1 — a2)),

1 5.
108 Zn ([2/1; +00)) == log 2 — (1 — a2) /2.
n n—o0
2. Siay <1 <ag, alors pour ¢ € [0,400) tel que ¢ < min(2,1/v) et ¢ > 1, on a
1
“log|{i € Gy : X; > ¢} —— log(2/c").
n n—r00

Remarque 7.3. Nous renvoyons a [6], Section 3, pour les détails de la preuve du Théoréme
7.3. Quelques commentaires sont néanmoins nécessaires.
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1. Pour le régime stable stricte, la preuve suit les idées de Biggins [13] pour les marches
aléatoires branchantes. Nous considérons dans ce régime une sous population d’in-
dividus qui réalise la densité locale Z,([x\/n;+00)). Pour cela, grice aux résultats
de la Section 7.2.1, il suffit de suivre les individus qui subissent une déviation dans
Uenvironnement ag dans les derniéres générations.

2. Pour le régime stable faible, la preuve nécessite également la sélection d’une sous
population produisant les grandes valeurs [c¢",+00). Mais cette sous population est
trés différente de celle considérée dans le cas stable stricte. En effet, elle est ca-
ractérisée par A(01,...,0,) > ", ce qui fait que seuls certaines lignées particuliéres
de la population réalisent la densité locale Z,([c",+00)). La preuve dans ce cas est
plus complexe puisqu’elle nécessite I’étude du processus restreint a un sous arbre as-
socié aux grandes déviations de Y,. Ce phénomene, lié a la structure aléatoire de
Uenvironnement hérité de l'arbre, peut-étre comparé auzr résultats obtenus dans le
cas faiblement sous-critique du modéle de branchement de Kimmel [5]. Notons que
dans [5], seul le comportement moyen est étudié. Notons aussi que la question de
lobtention d’une convergence presque sure reste ouverte pour ce regime.

3. Ainsi, un eramen minutieur des preuves permet de voir que, pour ag # ai, les
grandes valeurs du processus BAR peuvent étre vues comme la combinaison de deux
sources d’aléa : un terme additif gaussien qui apparait le long de chaque lignée et
le choiz de la lignée aléatoire. Dans le régime stable stricte, les densités locales pro-
viennent des deux sources d’aléa dans les derniéres générations. On observe ainsi un
comportement proche de celui des marches aléatoires branchantes, a l'exception que
les déviations se produisent dans les dernieres générations. Dans le régime stable
faible, seul le choizx de la lignée intervient dans la formation des densités locales.
Dans ce dernier cas, les déviations se produisent trés tot pour créer les grandes va-
leurs. Ce comportement est trés différent de celui des marches aléatoires branchantes
puisqu’une sous population “déterministe”, fonction de A,, définie en (7.2), supporte
les densités locales.

4. On voit ainsi apparaitre une transition de phase dans le comportement des grandes
valeurs du processus BAR. Ici, Uarbitre de la compétition est le parameétre d’au-
torégression ag = max{ag, a1 }. Le point de la transition est ag = 1. Le comportement
des densités locales en ce point reste un probléme ouvert.

Considérons la valeur maximale M,, du processus BAR a la génération n définie par
M, = max{X; : i € G,}. Alors, comme conséquence du Théoréme 7.3, nous avons le
résultats suivant.

Corollaire 7.1 (Valeur maximale pour le processus BAR). On se place dans le contexte
du Théoréeme 7.5.

1. Siay <ag <1, alors on a

1 p-s. 2 10g(2)
vn n—oo 1—a?’
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2. Sia; <1< aq, alors on

1 log(2
— log(M,,) LN o8 )
n n—o00 K

Idée principale de la preuve. La preuve repose principalement sur I'inégalité :
P(M,, > ) <E(Z,[d,0)) =2"P(Y,, > J) Vo> 0.
O

Remarque 7.4. La question de la valeur mazimale a fait l'objet d’une grande attention
et a été intensivement étudiée pour les marches aléatoires branchantes, voir par exemple
[13, 34, 66, 7/, 86]. Des estimations plus fines obtenues derniérement ont permis de mieux
comprendre les structures branchantes des processus [1, 2, 56, 68]. Le comportement de la
valeur maxzimale est différente dans notre cas. Les techniques utilisées pour les marches
aléatoires branchantes sont utilisées et adaptées ici, en particulier l'utilisation du many-
to-one formula pour exploiter la description du chemin conduisant aux particules extrémes
dans le regime stable stricte [95] et la construction des processus de branchement auxil-
liaires pour le regime faiblement stable. Comme nous l’avons déja mentionné, la princi-
pale nouwveauté réside dans le régime faiblement stable a1 < 1 < ag ot une loi des grands
nombres d’un sous arbre bien choisi est nécessaire.
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