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À tout ceux qui de près ou de loin ont contribué à mes travaux, je vous remercie.
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Liste des notations

N Ensemble des entiers naturels
N∗ Ensemble des entiers naturels différents de 0
R Ensemble des nombres réels
R∗ Ensemble des nombres réels différents de 0
R+ Ensemble des nombres réels positifs
a ∧ b min{a, b}, pour deux réels a et b
a ∨ b max{a, b}, pour deux réels a et b
a+ max{a, 0}, pour un réel a
a− min{a, 0}, pour un réel a
⌊a⌋ Partie entière du réel a
{a} Partie fractionnaire du réel a : {a} = a− ⌊a⌋
D̊ Intérieur de l’ensemble D
D̄ Adhérence de l’ensemble D
|A| Cardinal de A, pour un ensemble fini A
Ep p-ième puissance cartésienne de l’ensemble E, où p ∈ N∗

E⊗p E⊗ . . .⊗ E︸ ︷︷ ︸
p fois

est la tribu produit de p exemplaires de la tribu E, où p ∈ N∗

(Ep,E⊗p) Espace mesurable produit de l’espace mesurable (E,E), où p ∈ N∗

B(E) Ensemble des fonctions réelles mesurables définies sur un espace mesurable (E,E)
B+(E) Sous-ensemble de B(E) formé de fonctions positives
Bb(E) Sous-ensemble de B(E) formé des fonctions bornées
f ⊗ g Pour deux fonctions f, g ∈ B(E), (f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y)
f ⊗sym g Pour deux fonctions f, g ∈ B(E), f ⊗sym g = 1

2(f ⊗ g + g ⊗ f)
f⊗2 Pour f ∈ B(E), f⊗2 = f ⊗ f
∥ • ∥∞ Norme uniforme (pour f ∈ B(E), ∥f∥∞ = sup{|f(x)|, x ∈ E})
⟨λ, •⟩ Pour une mesure finie λ sur (E,E) et f ∈ B(E), ⟨λ, f⟩ =

∫
f(x)dλ(x)

Lp(λ) Pour p ∈ N∗, ensemble des fonctions f ∈ B(E) telles que ⟨λ, |f |p⟩ <∞
∥ • ∥L2(λ) Pour une mesure finie λ sur (E,E) et f ∈ B(E), ∥f∥L2(λ) = ⟨λ, f2⟩1/2
∥ • ∥p Pour f ∈ B(Rd) et p, d ∈ N∗, ∥f∥p = (

∫
Rd |f(x)|pdx)1/p

f ∗ g Pour deux fonctions intégrables f, g ∈ B(Rd), f ∗ g(x) =
∫
Rd f(x− t)g(t)dt

(xxx−j , t) Vecteur xxx où on a remplacé la j ème composante xj par t, pour xxx ∈ Rd et t ∈ R
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H
βββ
X Espace des fonctions βββ-holdériennes sur X, où βββ = (β1, ...., βd) ∈]0,+∞[d, X ⊂ Rd et d ∈ N∗,

i.e., f ∈ H
βββ
X s’il existe une constante c(f) > 0 telle que pour xxx ∈ Rd, t ∈ R et j ∈ {1, . . . , d},∣∣∣∣∣∣

∂⌊βj⌋f

∂x
⌊βj⌋
j

(xxx−j , t)−
∂⌊βj⌋f

∂x
⌊βj⌋
j

(xxx)

∣∣∣∣∣∣
≤ c(f)|xj − t|{βj}

|f |
H

βββ
X

Pour f ∈ H
βββ
X, est la plus petite constante c(f) telle que ∀j ∈ {1, . . . , d}, x ∈ Rd, t ∈ R,∣∣∣∣∣∣

∂⌊βj⌋f

∂x
⌊βj⌋
j

(x−j , t)−
∂⌊βj⌋f

∂x
⌊βj⌋
j

(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ c(f)|xj − t|{βj}

∥ • ∥
H

βββ
X

Norme sur Hβββ
X définie par ∥f∥

H
βββ
X

= ∥f∥∞ + |f |
H

βββ
X

H
βββ
X(L) Pour L > 0, Hβββ

X(L) = {f ∈ H
βββ
X; ∥f∥Hβββ

X

≤ L}
|xxx| Pour un vecteur xxx = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, d ∈ N∗, |xxx| = x1 × . . .× xd

Si E est un espace topologique :

BE Tribu borélienne sur E
C(E) Ensemble des fonctions réelles continues sur E
Cb(E) Ensemble des fonctions réelles continues bornées sur E
C+(E) Ensemble des fonctions réelles continues positives sur E
ν ≪ µ Pour deux mesures de probabilités µ et ν sur E, signifie que ν est absolument continue

par rapport à µ

Soit (xn) et (yn) deux suites de nombres réells.

xn = O(1) signifie que xn → 0 lorsque n→ +∞
xn = O(yn) si xn/yn = O(1)
xn ∼ yn si xn/yn → 1 lorsque n→ +∞
xn ≲ yn s’il existe une constante c, indépendante de n, telle que xn ≤ cyn
xn ∝ yn s’il existe une constante c, indépendante de n, telle que xn = cyn
xn ≍ yn s’il existe deux constantes c1 et c2 telles que c1yn ≤ xn ≤ c2yn lorsque n→ +∞

P−−−→
n→∞

Convergence en probabilité

(d)−−−→
n→∞

Convergence en loi
p.s.−−−→

n→∞
Convergence presque sûre
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châıne marquée 33
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3.2.2 Estimation de la densité invariante µ par ondelettes . . . . . . . . . 35
3.3 Selection locale de la fenêtre dans l’estimation à noyau de la densité invariante 36
3.4 Règle de selection de la fenêtre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.5 Quelques pistes pour les preuves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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4.2 Inégalités de concentration gaussiennes pour les châınes de Markov bifurcantes 43
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Chapitre 1

Introduction générale

Je présente dans ce mémoire ma contribution à l’élaboration d’une théorie pour les
châınes de Markov bifurcantes. Ce travail, qui a débuté en Octobre 2010 dans le cadre
de ma thèse de doctorat, n’a cessé au fil du temps d’aiguiser ma curiosité par la nature
des problèmes qu’il soulève. Un phénomène curieux et particulièrement intéressant qui
ressort des études est l’existence d’une transition de phase dans le comportement des
fonctionnelles de châınes de Markov bifurcantes. Ce phénomène, qui peut être interprété
comme une compétition entre la loi du processus et la taille de la population, s’articule
différemment selon le problème que l’on traite. À chaque fois, il se pose alors la question
de savoir comment et à quel moment se manifeste cette transition. Ces dernières années,
les différentes rencontres que j’ai faites ont permis d’apporter des réponses à un certains
nombres de questions, favorisant ainsi des avancées majeures dans la théorie des châınes
de Markov bifurcantes. Avant d’entrer dans le vif du sujet, je commencerai par fixer les
idées par une présentation du modèle.

1.1 Modèle des châınes de Markov bifurcantes

1.1.1 L’arbre binaire associé aux châınes de Markov bifurcantes

On pose G0 = {∅} et, pour tout m ∈ N∗, Gm = {0, 1}m, l’ensemble des suites de
longueurm formées de 0 et de 1. On considère l’arbre binaire T =

⋃+∞
m=0Gm. Pour u ∈ Gm,

on pose |u| = m et on considère les suites u0 = (u, 0) et u1 = (u, 1). L’arbre T peut-
être vu comme une population (ou plus précisément comme un arbre généalogique) dans
laquelle l’individu initial est ∅. Dans cette population, on a deux types d’individus : “0”
et “1”. Chaque individu u donne naissance à deux enfants u0 et u1 de type “0” et “1”
respectivement. Ainsi pour tout m ∈ N, Gm peut-être vu comme la m-ième génération de
la population T. La génération à laquelle appartient un individu u ∈ T est G|u|, où |u| est
la longueur de la suite u. Pour deux entiers naurels n et p tels que p ≤ n, Tn désigne les
n + 1 premières générations de la population : Tn =

⋃n
m=0Gm et Tp,n désigne la sous-

population formée des individus de la génération Gp à la génération Gn : Tp,n =
⋃n

m=pGm.
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Notons qu’on a en particulier Tn = T0,n.
Pour u ∈ T et A ⊂ T, on pose uA = {uv, v ∈ A}, où uv est la concaténation des suites

u et v, avec la convention u∅ = ∅u = u. Soit i, j ∈ T. On écrit i ≼ j si j ∈ iT. On désigne
par i ∧ j le plus jeune ancêtre commun de i et j, i.e., l’unique individu u ∈ T tel que si
v ∈ T et v ≼ i, v ≼ j alors v ≼ u. On définit également l’ordre lexicographique i ≤ j si
soit i ≼ j soit v0 ≼ i et v1 ≼ j pour v = i ∧ j.

∅

0

00

000
0000

0001

001
0010

0011

01

010
0100

0101

011
0110

0111

1

10

100
1000

1001

101
1010

1011

11

110
1100

1101

111
1110

1111
G0 G1 G2 G3 G4

Figure 1.1 – L’arbre binaire jusqu’à la quatrième génération

1.1.2 Châıne de Markov bifurcante

Soit (S, S) un espace mesurable et P une probabilité de transition sur (S, S⊗2), i.e.

• P(x, ·) est une mesure de probabilité sur (S2, S⊗2) ;

• P(·, A) est une fonction mesurable pour tout A ∈ S⊗2.

Soit ν une mesure de probabilité sur (S, S) et (Ω,F, (Fm)m∈N,P) un espace de probabilité
filtré. La définition suivante a été proposée par Guyon [62].
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Définition 1.1. Un processus stochastique X = (Xu)u∈T, définie sur (Ω,F, (Fm)m∈N,P) et
à valeurs dans S, est une châıne de Markov bifurcante de mesure initiale ν et de probabilité
de transition P si :

• X∅ est distribué selon ν ;

• Xu est F|u|-mesurable pour tout u ∈ T ;

• pour chaque m ≥ 0 et pour toute suite (gu)u∈Gm de fonctions mesurables bornées sur
S3,

E
[ ∏

u∈Gm

gu(Xu, Xu0, Xu1)
∣∣Fm

]
=
∏

u∈Gm

Pgu(Xu),

où Pg(x) =
∫
S2 g(x, y, z)P(x, dy dz) désigne l’action de P sur g.

Remarque 1.1. Tout au long de ce mémoire, Pν désignera la loi du processus (Xu, u ∈ T)
et Eν [·] désignera l’espérance par rapport à la probabilité Pν .

Remarque 1.2. Typiquement, la troisième propriété de la Définition 1.1, que nous ap-
pellerons dans la suite “propriété de branchement”, nous dit que conditionnellement à
leurs parents, les différentes fratries d’une génération sont indépendantes. Ainsi, même si
à nos débuts nous l’avions dit et écrit, voir les châınes de Markov bifurcantes comme une
adaptation des châınes de Markov sur un arbre n’est certainement pas l’explication la plus
efficiente. Il serait plutôt “judicieux” de dire que les châınes de Markov bifurcantes sont
une autre extension des suites de variables aléatoires i.i.d. Je souligne que ce “nouveau”
regard sur les châınes de Markov bifurcantes nous a permis dernièrement d’élaborer des
stratégies de preuves plus adaptées qui ont permis de faire évoluer la théorie.

Remarque 1.3. Le processus (Xu, u ∈ T) peut-être vu comme les données de la population
T. Pour l’individu u ∈ T, la quantité d’intérêt Xu qui lui est associée est parfois nommée
“trait de u”. J’utiliserai régulièrement ce terme dans la suite.

1.1.3 Quantités utiles à l’études des châınes de Markov bifurcantes

Soit X = (Xu)u∈T une châıne de Markov bifurcante à valeurs dans l’espace mesurable
(S, S), de mesure initiale ν et de probabilité de transition P. Pour u ∈ T, on désigne
par X△

u = (Xu, Xu0, Xu1) le triangle mère-filles. Soit A ⊂ T. On considère les sommes
suivantes : {

MA(f) =
∑

u∈A f(Xu) si f ∈ B(S)

MA(f) =
∑

u∈A f(X
△
u ) si f ∈ B(S3).

(1.1)

Dans les études, les cas A = Gn et A = Tn, n ∈ N∗, sont souvent fréquents. Soulignons
que

|Gn| = 2n et |Tn| = 2n+1 − 1.

On désigne par P0 et P1 la première et la seconde marginale de P, i.e., pour tout x ∈ S
et A ∈ S,

P0(x,A) = P(x,A× S) et P1(x,A) = P(x, S ×A).

7



On pose

Q =
1

2
(P0 + P1).

Alors Q est une probabilité de transition sur (S, S), i.e.,

• Q(x, ·) est une mesure de probabilité sur (S, S) ;

• Q(·, A) est une fonction mesurable pour tout A ∈ S.

On désigne par (Ym)m∈N la châıne de Markov de probabilité de transition Q. Cette châıne
de Markov correspond aux données d’une lignée aléatoire prise dans la population. Elle
peut en effet être définie récursivement comme suit. On se place initialement sur le sommet
∅ et on pose Y0 = X∅. Pour tout m ∈ N, si on se trouve sur le sommet u ∈ Gm, alors on
choisit l’un des sommet uη, η ∈ {0, 1}, avec probabilité 1/2 et on pose Ym+1 = Xuη. Dans la
suite, nous parlerons de “châıne marquée” pour désigner cette châıne de Markov. La châıne
marquée joue un rôle fondamental dans la théorie des châınes de Markov bifurcantes, en
particulier pour l’analyse asymptotique et non-asymptotique des fonctionnelles additives
(voir par exemple [23, 62]). Dans [62], Guyon a montré que si la châıne marquée (Ym)m∈N
est ergodique, de mesure invariante µ, alors pour une fonction test f et pour A ∈ {Gn,Tn},
on a les convergences presque sûres suivantes :

{
limn→+∞ |A|−1MA(f) = ⟨µ, f⟩ si f est définie sur S

limn→+∞ |A|−1MA(f) = ⟨µ,Pf⟩ si f est définie sur S3.

On peut ainsi voir que la stabilité d’un modèle de Markov bifurcant est fortement liée à
celle de la châıne marquée associée. En fait, nous dirons qu’un modèle de Markov bifurcant
est stable si la châıne marquée associée est stable.

1.1.4 Le processus mère-filles associé à une châıne de Markov bifurcante

Considèrons une châıne de Markov bifurcante X = (Xu)u∈T comme dans le paragraphe
précédent. Pour u ∈ T, nous rappellons le triangle mère-filles X△

u = (Xu, Xu0, Xu1). Alors
on vérifie que le processus X△ = (X△

u , u ∈ T) est une châıne de Markov bifurcante sur S3

de probabilité de transition P△ définie par

P△(xx0x1, dyy0y1, dzz0z1) = δx0(dy)P(y, dy0, dy1)δx1(dz)P(z, dz0, dz1),

où on pose xx0x1 = (x, x0, x1). La probabilité de transition Q△, de la châıne marquée
associée à X△, est définie par

Q△(xx0x1, dyy0y1) =
1

2
(δx0(dy) + δx1(dy))P(y, dy0, dy1).

Si on suppose que la châıne marquée est ergodique et si on désigne par µ la mesure de
probabilité invariante de sa probabilité de transition Q, alors le processus mère-filles est
stable et la mesure de probabilité invariante µ△ de Q△ est définie sur S3 par

µ△(dxx0x1) = µ(dx)P(x, dx0, dx1). (1.2)
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Remarque 1.4. L’utilisation par nous du “caractère Markovien” du processus X△ est
très récente (voir par exemple [17]). Le choix de faire apparâıtre ce processus dans cette
introduction vient du fait que, à mon avis, c’est un élément fondamental de la théorie des
châınes de Markov bifurcantes.

1.1.5 Les many-to-one formulae

Ce sont certainement l’un des outils les plus indispensables à l’analyse des châınes de
Markov bifurcantes. En effet, à ma connaissance, excepté les études faisant intervenir les
inégalités de concentration, toutes les autres études dans la théorie des châınes de Markov
bifurcantes font appels à ces formules d’une manière ou d’une autre. Grosso-modo, l’idée
derrière les many-to-one formulae est de dire que, pour une fonction f définie sur S et
deux entiers naturels n et p tels que n est très grand devant p, le moment d’ordre p de
MGn(f) est égal à l’espérance de |Gn|pf(XI1) . . . f(XIp), où I1, . . . , Ip sont p individus
choisis uniformément avec remise dans la génération Gn. Ensuite, à l’aide des techniques
combinatoires, on est capable d’obtenir des expressions exactes de ces moments. Je renvoie
à [23, 62] pour le calcul des moments d’ordre 1 à 4. L’importance des many-to-one formulae
réside dans le fait que sous certaines hypothèses, notamment l’ergodicité géométrique de
la châıne marquée, elles permettent de contrôler les moments des fonctionnelles additives
de châınes de Markov bifurcantes (voir par exemple [23]). Ces contrôles, comme nous le
verrons dans la suite, sont souvent des outils essentiels pour l’obtention des principaux
résultats.

1.2 Il était une fois . . .

Les modèles de châınes de Markov bifurcantes ont été introduits dans littérature pour
comprendre les mécanismes de la division cellulaire chez Escherichia Coli (E. Coli en
abrégé). E. Coli est une bactérie en forme de tige qui se reproduit en se divisant en deux,
produisant ainsi deux filles : une qui possède l’extrémité la plus récente de la mère et que
l’on appelle fille de type “0” et l’autre qui possède l’extrémité la plus ancienne de la mère
et que l’on appelle fille de type “1”. L’âge de chaque cellule est alors donné par l’âge de
son ancienne extrémité au sens du nombre de divisions depuis lesquelles cette extrémité
existe (voir Figure 1.2).

Le premier modèle de châıne de Markov bifurcante, appelé processus bifurcant au-
torégressif “linéaire” symétrique (BAR symétrique, en abrégé), a été introduit par Cowan
et Staudte [39] dans le but d’analyser les données issues de la division cellulaire de E. Coli.
Ce modèle est défini comme suit. On tire le trait X∅, de la cellule initiale, suivant une
mesure de probabilité ν sur R et pour chaque cellule u ∈ T, les traits Xu0 et Xu1 de ses
filles sont liés au sien par les équations d’autorégression

Xu0 = aXu + εu0 et Xu1 = aXu + εu1, (1.3)
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Figure 1.2 – Division cellulaire de E.Coli

où a ∈ [−1, 1] et ((εu0, εu1), u ∈ T) forme une suite de couples aléatoires i.i.d., de loi
normale bidimensionnelle de moyenne (b, b) et de matrice de variance-covariance

Γ = σ2
(
1 ρ
ρ 1

)
,

avec σ2 > 0 et |ρ| < 1. Notons que le processus BAR symétrique défini précédemment est
une châıne de Markov bifurcante de mesure initiale ν et de probabilité de transition

P(x, dy, dz) =
1

2πσ2
√

1− ρ2
exp

(
− 1

2σ2(1− ρ2)
g(x, y, z)

)
dydz,

avec
g(x, y, z) = (y − ax− b)2 − 2ρ(y − ax− b)(z − ax− b) + (z − ax− b)2.
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Après ces travaux de Cowan et Staudte, le processus BAR a été intensivement étudié et
plusieurs extensions ont été proposées. On peut citer entre autre les travaux de Basawa
et Zhou [7] où, à notre connaissance, le terme châıne de Markov bifurcante a été utilisé
pour la première fois. Mais, c’est Guyon [62] qui a jeté les bases d’une théorie pour les
châınes de Markov bifurcantes afin d’étudier rigoureusement la question de l’asymétrie
dans la division des cellules. En effet, une des questions fondamentales que soulève le
mode de reproduction des cellules est celle de savoir si oui ou non la division des cellules
est symétrique. Par exemple :

— à la naissance les soeurs ont-elles la même taille ?, le même poids ? . . . etc

— les nutriments de la mère se partagent-ils de façon égale aux deux soeurs ?

— le cycle cellulaire est-il le même pour deux soeurs ?

Plus généralement, la polarisation des cellules est un processus fondamental dans la bio-
logie cellulaire. L’asymétrie lors de la division cellulaire a été observée et étudiée dans
différents contextes, voir par exemple [73] pour les plasmides, [98] pour l’ADN extrachro-
mosomique, [70] pour les mitochondries et [5] pour les parasites. Afin de résoudre le
problème de l’asymétrie dans la division des cellules, Guyon & al [63] et ensuite Guyon
[62] ont introduit une généralisation du modèle de Cowan et Staudte, que nous appelons
processus BAR asymétrique définie comme suit. On tire le trait initial X∅ suivant une
mesure de probabilité ν sur R et pour tout u ∈ T :

{
Xu0 = a0Xu + b0 + εu0

Xu1 = a1Xu + b1 + εu1,
(1.4)

avec a0, a1 ∈ (−1, 1), b0, b1 ∈ R et ((εu0, εu1), u ∈ T) une suite de couples aléatoires
Gaussiens bidimensionnels N(0,Γ) indépendants et indépendants de X∅, de matrice de
variance-covariance

Γ = σ2
(
1 ρ
ρ 1

)
,

où σ > 0 et |ρ| < 1. Alors, le processus X = (Xu, u ∈ T) est une châıne de Markov
bifurcante de mesure initiale ν et de probabilité de transition P donnée par :

P(x, dy, dz) =
1

2πσ2
√

1− ρ2
exp

(
− 1

2σ2(1− ρ2)
g(x, y, z)

)
dydz,

avec

g(x, y, z) = (y − a0x− b0)
2 − 2ρ(y − a0x− b0)(z − a1x− b1) + (z − a1x− b1)

2.

La probabilité de transition de la châıne marquée est Q définie par :

Q(x, dy) =
1

2
√
2πσ2

(
e−(y−a0x−b0)2/2σ2

+e−(y−a1x−b1)2/2σ2
)
dy.
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En utilisant alors sa théorie sur les châınes de Markov bifurcantes, Guyon a pu mettre en
évidence le fait qu’il existe bien une asymétrie dans la division cellulaire. En particulier,
des preuves statistiques ont été apportées sur le fait qu’une cellule qui vieillit a tendance à
se multiplier plus lentement qu’une jeune cellule. Les travaux de Guyon ont été généralisés
plus tard par Delmas et Marsalle [44] et ensuite par De Saporta, Gegout-Petit et Marsalle
[42]. Dans ces travaux, afin de prendre en compte le fait que certains traits ne peuvent-être
mesurés, elles (et il) utilisent des arbres de Galton-Watson “binaires” pour modéliser les
généalogies. Il a été ainsi introduit le concept de châınes de Markov bifurcantes sur un
arbre de Galton-Watson. Je souligne qu’au cours de ces dernières années, je n’ai pas poussé
les recherches vers cette direction. En effet, puisque mon objectif était de comprendre les
mécanismes autour des châınes de Markov bifurcantes, j’ai fait le choix délibéré de me
concentrer sur les processus indexés par des arbres binaires réguliers, réservant pour plus
tard des extensions aux arbres de Galton-Watson.

À la suite des travaux de Guyon, nous avons continué à enrichir la théorie avec l’étude
des inégalités de concentration et du principe de déviations modérées pour les fonction-
nelles additives de châınes de Markov bifurcantes [22, 23, 15]. Nous avons en particulier
étudié les inégalités de déviations et le principe de déviations modérées pour les estima-
teurs des paramètres associés au modèle BAR. Dans ces travaux effectués durant ma thèse
de doctorat, nous avons vu apparâıtre, pour la première fois dans les modèles de Markov
bifurcants, un comportement qui s’apparente à “une compétition” et dont l’arbitraire est
le taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée. Ce phénomène nous a semblé d’au-
tant plus curieux qu’il n’apparaissait pas dans les travaux antérieurs, notamment ceux
de Guyon, Delmas et Marsalle, De Saporta & al. Des extensions du modèle BAR ont été
intensivement étudiées dans un cadre non-Markovien [8, 9, 10, 30, 40]. Dans ces travaux,
les auteurs ont principalement pris avantage de la structure autoregressive du modèle.

En plus de la question sur l’asymétrie de la division cellulaire, la question de l’estima-
tion du taux de division des cellules a été posée. Cette question a fait l’objet de nombreuses
études en statistique. À ce sujet, on peut citer par exemple les travaux de Doumic & al. [53]
où les données de la population T et la théorie des CMBs ont été utilisées pour construire
et étudier un estimateur à noyaux pour le taux de division des cellules. Ce travail de Dou-
mic & al. est à ma connaissance le premier qui traite de l’estimation non-paramétrique
dans les modèles de Markov bifurcants. Nous nous en sommes d’ailleurs beaucoup inspirés
ces dernières années.

1.3 . . . et aujourd’hui

L’engouement autour de la division cellulaire reste toujours grande et les modèles de
Markov bifurcants sont très souvent utilisés pour expliquer les mécanismes de cette divi-
sion. De nouvelles questions émergent, ouvrant ainsi des pistes nouvelles pour la recherche.
Sans être exhaustif, je citerai par exemple les travaux de Hughes & al [69] où les auteurs
s’intéressent aux facteurs qui influencent le cycle cellulaire, i.e. le processus conduisant
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à la division cellulaire. Ce travail donne des motivations pour l’ouverture d’un nouveau
champ dans l’inférence des modèles de Markov bifurcants à savoir “les châınes de Markov
bifurcantes cachées”. Je pourrai également citer les travaux de Marzena & al. [84] où les
auteurs s’intéressent à l’impact de la dynamique du cycle cellulaire sur le comportement
à long terme de la population étudiée.

1.4 Mes motivations et mes travaux

Plusieurs raisons m’ont convaincu depuis la fin de ma thèse de doctorat de continuer
la recherche sur les châınes de Markov bifurcantes.

Tout d’abord, les différentes études qui avaient été menées depuis les travaux de Cowan
et Staudte [39] n’avaient traité que de l’estimation des paramètres réels dans les modèles
BAR. De plus, le différentes extensions qui avaient été proposées supposaient toujours
une relation “linéaire” entre les traits des parents et ceux des enfants. Il se posa alors la
question de considérer des modèles qui pourraient prendre en compte des relations plus
complexes entre le trait de la mère et ceux des filles. C’est dont ainsi que nous avons
introduit la notion de processus bifurcant autorégressif non-linéaire (NBAR, en abrégé).
L’étude de ce modèle a fait l’objet de deux articles publiés en collaboration avec Adéläıde
Olivier [27, 28].

Il ressort de la théorie introduite par Guyon [62] que l’étude des châınes de Markov
bifurcantes et par conséquent celle des modèles de Markov bifurcants est fortement liée
à la connaissance de la mesure invariante de la châıne marquée et de la probabilité de
transition de la châıne de Markov bifurcante. Toutefois, il se trouve que ces deux quan-
tités sont inconnues, de telle sorte que leur estimation à partir des données est d’une
importance fondamentale. En effet, toute étude, ou presque, sur les modèles de Markov
bifurcants requière leur connaissance. C’est ainsi qu’au cours de ces dernières années, je
me suis intéressé à l’inférence statistique pour les modèles de Markov bifurcants. En pre-
nant en compte la structure des données, nous avons développé des méthodes permettants
d’estimer les paramètres fonctionnels des modèles de Markov bifurcants [26, 27, 29].

L’étude des estimateurs que nous avons développé a parfois nécessité d’établir des
inégalités de concentration pour les fonctionnelles additives de châınes de Markov bifur-
cantes. Ce travail a été fait dans [23, 26] sous des conditions d’ergodicité géométrique
uniforme de la châıne marquée. Il se posa alors la question de l’obtention des inégalités de
concentration pour les châınes de Markov bifurcantes sous des conditions plus “faibles”.
C’est ainsi que dans [24], nous avons étudié les inégalités de transport pour les châınes de
Markov bifurcantes, ce qui nous a permis d’obtenir des inégalités de concentration sous
des conditions plus “faibles”. Toutefois, les inégalités que nous avons obtenu en utilisant
la théorie du transport optimal ne sont que partiellement satisfaisantes. La question de
l’obtention des inégalités de concentration pour les châınes de Markov bifurcantes reste
donc ouverte.

Dans [26, 27, 29], nous avions travaillé sous une hypothèse d’ergodicité géométrique
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de la châıne marquée. En plus nous avions supposé que le taux d’ergodicité géométrique
est plus petit que 1/2. La question qui se posa par la suite fut naturellement celle de
savoir ce qui se passe lorsque le taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée est
plus grand que 1/2. Cette question est d’autant plus pertinente que dans [23], nous avions
déjà observé que dans certains cas particuliers, pour le principe de déviations modérées
des fonctionnelles additives de châınes de Markov bifurcantes, la vitesse est fonction du
taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée. Il fut donc question pour nous de
comprendre le rôle joué par ce taux dans la détermination de la vitesse de convergence des
estimateurs. Pour répondre à cette question, avec Jean-François Delmas, nous choiŝımes
d’étudier premièrement les fluctuations des fonctionnelles additives des châınes de Markov
bifurcantes [20, 19]. Je souligne que les deux travaux précédents sont une avancée majeure
dans la théorie des châınes de Markov bifurcantes. Ceci nous permit alors dans [21] de
proposer un théorème central limite pour l’estimateur à noyau de la densité invariante
de la châıne marquée. Plus tard, avec Gorgui Gackou [25], nous complétâmes en partie
les travaux de [23] en étudiant le principe de déviations modérées pour les fonctionnelles
additives de châınes de Markov bifurcantes. La complétion venant du fait que dans [25],
nous considèrons les fonctions qui dépendent d’une seule variable. Je compléta également
plus tard les travaux de [21] en étudiant le principe de déviations modérées pour l’estima-
teur à noyau de la châıne marquée [16]. J’étendis ensuite dans [17] les résultats de [20] au
processus mère-filles, ce qui me permit de faire une étude asymptotique de l’estimateur à
noyau de la densité de la transition d’une châıne de Markov bifurcante [18].

Le comportement en temps long des individus ayant des traits extrêmes, i.e. très
grands ou très petits, attira également notre attention. C’est ainsi qu’avec Vincent Bansaye
[6], nous nous intéressâmes au comportement asymptotique du nombre de cellules d’une
génération dont les traits sont très grands ou très petits dans le modèle BAR linéaire
Gaussien. Mathématiquement, ceci nous conduisit à l’étude des grandes déviations pour
les variables explicatives dans un modèle autorégressif à coefficients aléatoires.

1.4.1 Moralité

Il ressort de tous ces travaux que l’influence du taux d’ergodicité géométrique de la
châıne marquée sur : le comportement asymptotique et non-asymptotique des fonction-
nelles de châınes de Markov bifurcantes, le choix et le comportement des estimateurs des
paramètres, n’est pas un artefact dû aux calculs ou à un déficit de techniques de calcul.
Cette influence est liée à la structure du modèle qui impose une compétition entre la loi
du processus et le taux de reproduction de la population. Cette compétition fait ainsi ap-
parâıtre une transition de phase autour d’un seuil critique du taux d’ergodicité géométrique
de la châıne marquée. Il ressort aussi que le seuil critique n’est pas universel puisqu’il varie
en fonction du problème que l’on traite et des fonctions qui sont utilisées. Toutefois, dans
le cadre de l’estimation non-paramétrique, et selon que les inégalités de concentration in-
terviennent ou non dans les études, nous avons vu apparâıtre régulièrement deux valeurs
critiques, 1/2 et 1/

√
2.
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1.5 Pour l’avenir

L’étude des processus empiriques pour les châınes de Markov bifurcantes et leurs ap-
plications à l’obtention et à l’étude des estimateurs robustes des paramètres dans les
modèles de Markov bifurcants est un challenge qui mérite d’être mené. Cette étude est
d’autant importante qu’elle facilitera à terme la résolution d’un problème qui me tient
particulièrement à coeur : “la construction d’un test d’asymétrie en se basant uniquement
sur les estimateurs des transitions marginales P0 et P1 de la transition P”. Je souligne
que j’ai commencé en partie l’étude des processus empiriques dans le but de construire et
d’étudier les estimateurs des moindres carrés de la densité de transition pour les modèles
de Markov bifurcants. Un article est actuellement en cours de rédaction.

Avec Marc Hoffmann et Angelina Roche, nous avons initier une étude qui nous permet-
tra à terme, d’une part d’obtenir, pour toutes les valeurs du taux d’ergodicité géométrique,
des bornes minimax pour les estimateurs à noyaux des fonctions d’intérêts dans les modèles
de Markov bifurcants. L’autre objectif de cette étude est de construire des estimateurs mi-
nimax adaptatifs pour ces fonctions d’intérêts. La particularité ici est que nous considérons
désormais le taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée comme un paramètre de
régularité, au même titre que la régularité des fonctions à estimer.

Comme je l’ai précisé précédemment, les travaux de Hughes & al [69] nous donne des
motivations pour l’étude des “châınes de Markov bifurcantes cachées”. En s’inspirant par
exemple des travaux de Lacour [75], je pense qu’il est tout à fait possible de mener à bien
cette étude.

Je note que les études et les projets précédents sont très liés au fait que la châıne
marquée est géométriquement ergodique. Une question naturelle qui se pose est celle de
savoir ce que deviendraient nos résultats dans les cas où la convergence de la châıne
marquée vers l’équilibre est sous-géométrique. La compétition que nous avons observé dans
le cas géométrique reste t-elle toujours valable dans ce cas ? Si oui comment s’exprime t-
elle ? Cette question, à mon avis, peut-être le point de départ d’un projet de recherche
passionnant.

J’ai en projet plusieurs sujets qui pourraient faire l’objet d’une thèse. Dans l’un des plus
récents, il est question de s’intéresser à divers méthodes d’estimation dans les modèles de
Markov bifurcants, ainsi que dans les modèles en finance. Ceci me permettra notamment
de m’ouvrir sérieusement à l’étude d’autres modèles dans l’avenir.

À présent, la suite de ce mémoire est consacrée à une synthèse de mes travaux. Chaque
grand thème fait l’objet d’un chapitre.
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Chapitre 2

Estimation à noyaux dans les
modèles bifurcants autorégressifs
non linéaires

Ce chapitre est issu des article [27, 28] écrit en collaboration avec Adéläıde Olivier. Il
était question pour nous de généraliser le modèle de Cowan et Staudte en proposant un
modèle prenant en compte des relations plus complexes entre le trait de la mère et ceux
des filles.

2.1 Introduction

Nous travaillons dans un espace de probabilité (Ω,F,P). Pour une mère u ∈ T, nous
supposons que le trait Xu est à valeurs dans R muni de sa tribu borélienne BR. Nous
supposons que les traits Xu0 et Xu1 des filles ne dépendent du passé qu’à travers le
trait Xu de la mère via un système d’équations d’autorégression. On a alors la définition
suivante.

Définition 2.1 (Processus NBAR). Soit ν une mesure de probabilité sur (R,BR), gε la
densité d’une mesure de probabilité sur (R2,BR ⊗ BR) et f0, f1 : R → R deux fonctions.
On dit que (Xu, u ∈ T) est un processus bifurcant autorégressif non linéaire (NBAR, en
abrégé) de mesure initiale ν et de fonctions d’autorégression f0 et f1 si

— X∅ est distribué selon ν ;

— Pour chaque u ∈ T,

Xu0 = f0(Xu) + εu0 et Xu1 = f1(Xu) + εu1,

où ((εu0, εu1), u ∈ T) est une suite de couples aléatoires i.i.d. centrés de densité
commune gε.
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Remarque 2.1. Une observation fondamentale dans les études qui seront menées dans
la suite est que le processus (Xu, u ∈ T) ainsi défini est une châıne de Markov bifurcante
de mesure initiale ν et de probabilité de transition P définie par

P(x, dy, dz) = gε(y − f0(x), z − f1(x))dydz.

La châıne marquée (Ym)m∈N est le processus autorégressif non linéaire défini comme suit :
{
Y0 = X∅

Ym = fιm(Ym−1) + ε′m, ∀m ≥ 1,

où (ιm)m≥1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre 1/2
et (ε′m)m≥1 est une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendantes de (Xu, u ∈ T) et
distribuées selon une loi ayant pour densité (g0 + g1)/2, où les densités marginales g0 et
g1 sont définies par :

g0(·) =
∫

R
gε(·, y)dy et g1(·) =

∫

R
gε(x, ·)dx.

La probabilité de transition Q de la châıne de Markov (Ym)m∈N est définie explicitement
par

Q(x, dy) =
1

2

(
g0
(
y − f0(x)) + g1

(
y − f1(x)

))
dy.

2.2 Estimations des fonctions d’autorégression

Vu le rôle central que joue les fonctions f0 et f1 dans les modèles NBAR, une question
naturelle qui se pose est celle de leur estimation à partir des données issues de l’arbre
binaire. Pour cela, en nous inspirant des travaux qui avaient été faits pour les modèles
de régressions et les series temporelles autorégressifs, (voir par exemple [67, 85, 96, 104]),
nous faisons usage des estimateurs de type Nadaraya-Watson, généralisant ainsi l’usage de
cette méthode dans le cadre des modèles autorégressifs indexés par un arbre binaire.

Soit D ⊂ R un intervalle compact. Alors, pour tout x ∈ D, nous proposons d’estimer
(f0(x), f1(x)) à partir des observations (Xu, u ∈ Tn+1) par

(
f̂ι,n(x) =

|Tn|−1
∑

u∈Tn

Khn(x−Xu)Xuι

(
|Tn|−1

∑
u∈Tn

Khn(x−Xu)
)
∨ϖn

, ι ∈ {0, 1}
)
, (2.1)

où ι ∈ {0, 1}, ϖn > 0 et nous posons Khn(·) = h−1
n K(h−1

n ·) pour hn > 0 et le noyau
K : R → R tel que

∫
RK = 1.

Ce travail a deux objectifs principaux. Premièrement, faire une étude asymptotique et
non-asymptotique des estimateurs définis dans (2.1). Ensuite proposer un test qui nous per-
mettra de dire si le phénomène étudié est symétrique ou non. L’étude non-asymptotique
comprend principalement le contrôle du risque quadratique au sens minimax. L’étude
asymptotique comprend la convergence presque sûre, la normalité asymptotique et le prin-
cipe de déviations modérées.
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2.3 Comportement non-asymptotique des estimateurs f̂ι,n

2.3.1 Contraintes sur le modèle

Nous travaillerons sous les contraintes suivantes qui assurent la stabilité du modèle.

— Soit γ ∈ (0, 1) et ℓ > 0. On suppose que les fonctions d’autorégressions f0 et f1
appartiennent à la classe F(γ, ℓ) des fonctions continues f : R → R telles que

|f(x)| ≤ γ|x|+ ℓ ∀x ∈ R.

— Soit r > 0 et λ > 2. On suppose que les densités marginales g0 et g1 appartiennent
à la classe G(r, λ) des fonctions positives continues g : R → [0,+∞) telles que

g(x) ≤ 1

1 + |x|λ pour |x| ≥ r.

Remarque 2.2. Lorsque λ > 3, la matrice de variance-covariance Γ de (ε0, ε1),
appelée matrice de covariance du bruit, est bien définie et sera donnée par

Γ =

(
σ20 ρσ0σ1

ρσ0σ1 σ21,

)
, (2.2)

avec σ0 , σ1 > 0 and ρ ∈ (−1, 1).

— Pour chaque m > 0, nous posons

δ(m) = min
{

inf
|x|≤m

g0(x); inf
|x|≤m

g1(x)
}

et M0 = ℓ+ E
[
|ε′1|
]
<∞, (2.3)

avec ε′1 une variable aléatoire distribuée selon une loi de densité (g0 + g1)/2. Alors
on suppose qu’il existe M1 > 2M0/(1− γ) tel que 2M1δ((1 + γ)M1 + ℓ) > 0.

Notons que les trois contraintes ci-dessus sont suffisantes pour montrer l’ergodicité géométrique
de la châıne marquée. On pourra par exemple se référer aux travaux [3, 11, 35] où l’er-
godicité géométrique est étudiée pour les processus autorégressifs non linéaires. Toutefois,
dans notre cas, nous aurons besoin d’un contrôle plus fin du taux d’ergodicité géométrique
de la châıne marquée qui doit être plus petit que 1/2. Dans ce contexte, les travaux cités
précédemment deviennent insuffisants et des conditions supplémentaires sont nécessaires.
Nous faisons alors les hypothèses suivantes.

Hypothèse 2.1. Il existe η > 0 tel que

γ <
1

2
− η

et il existe M1 > 2M0/(1/2− η − γ) tel que

2M1δ
(
(1 + γ)M1 + ℓ)

)
>

1

2
.
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Pour chaque M > 0, posons

η(M) =
∥g0∥∞ + ∥g1∥∞

2

∫

|y|>M

∫

x∈R

r

1 +
∣∣y − γ|x| − ℓ

∣∣λ ∧
∣∣y + γ|x|+ ℓ

∣∣λdxdy.

Hypothèse 2.2. Pour M2 > 0 tel que η(M2) < 1, il existe M3 > ℓ + γM2 tel que
δ(M3) > 0.

L’hypothèse 2.1 garantit que la châıne marquée (Ym)m∈N est géométriquement er-
godique et que le taux d’ergodicité géométrique α est strictement plus petit que 1/2.
Plus précisément, nous avons le résultat suivant où la fonction V est définie sur R par
V (x) = 1 + |x|.

Lemme 2.1 (Ergodicité géométrique de la châıne marquée). Soit γ ∈ (0, 1), ℓ > 0, r > 0
et λ > 2. Alors, pour chaque (f0, f1) ∈ F(γ, ℓ)2 et pour chaque gε tel que (g0, g1) ∈ G(r, γ)2,
il existe une unique mesure de probabilité µ de la forme µ(dx) = µ(x)dx sur (R,BR), une
constante R > 0 et α ∈ (0, 1) telles que

sup
(f0,f1)∈F(γ,ℓ)2

sup
|g|≤V

|Qmg(x)− ⟨µ, g⟩| ≤ RV (x)αm, x ∈ R, m ≥ 0.

De plus, sous l’hypothèse 2.1, on peut choisir α ∈ (0, 1/2).

La preuve du Lemme 2.1 repose essentiellement sur les travaux de Hairer et Mattingly
[65]. Nous renvoyons à [27], Lemme 13, pour plus de détails. Quant à l’hypothèse 2.2, elle
assure que la densité invariante µ est positive sur un intervalle non vide. Plus précisément,
nous avons le résultat suivant dont nous renvoyons à [27], Lemme 17, pour plus de détails.

Lemme 2.2. Soit γ ∈ (0, 1/2), ℓ > 0, r > 0 et λ > 3. Pour chaque gε tel que (g0, g1) ∈
G(r, λ)2 satisfait les Hypothèses 2.1 et 2.2, il existe d = d(γ, ℓ, r, λ, ∥g0∥∞, ∥g1∥∞) > 0 tel
que pour chaque D ⊂ [−d, d],

inf
(f0,f1)∈F(γ,ℓ)2

inf
x∈D

µ(x) > 0.

2.3.2 Bornes de convergence pour les estimateurs f̂ι,n

Nous allons à présent donner les résultats principaux de cette section. Avant cela,
commençons par compléter le cadre de ces résultats. Nous faisons l’hypothèse suivante sur
le noyau.

Hypothèse 2.3. Le noyau K : R → R est une fonction bornée à support compact et pour
un entier naturel n0 ≥ 1, on a

∫∞
−∞ xkK(x)dx = 1{k=0} pour k = 1, . . . , n0.

Remarque 2.3. Nous renvoyons à Tsybakov [101], Chapitre 1, pour des exemples et la
construction des noyaux vérifiants l’Hypothèse 2.3.
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Théorème 2.1 (Borne supérieure de convergence). Soit γ ∈ (0, 1/2), ℓ > 0, r > 0 et
λ > 3. On considère les estimateurs (f̂0,n, f̂1,n) définis en (2.1) avec un noyau K vérifiant
l’Hypothèse 2.3 pour un certain n0 > 0,

hn ∝ |Tn|−1/(2β+1)

et ϖn > 0 tel que ϖn → 0 lorsque n → ∞. Pour chaque L,L′ > 0 et 0 < β < n0,
pour chaque gε tel que (g0, g1) ∈

(
G(r, λ) ∩ H

β
R(L

′)
)2

satisfont les Hypothèses 2.1 et 2.2,
il existe d = d(γ, ℓ, g0, g1) > 0 tel que pour chaque intervalle compact D ⊂ [−d, d] tel que
D̊ ̸= ∅, pour chaque x ∈ D̊ et pour toute mesure de probabilité initiale ν(dx) sur R telle
que ν

(
(1 + | · |)2

)
<∞,

sup

(f0,f1)∈
(
F(γ,ℓ)∩Hβ

D(L)
)2 Eν

[(
f̂0,n(x)− f0(x)

)2
+
(
f̂1,n(x)− f1(x)

)2]1/2
≲ ϖ−1

n |Tn|−β/(2β+1).

.

Remarque 2.4. En se basant sur le Lemme 2.2, il est possible de choisir n assez grand
tel que le seuil ϖn vérifie

0 < ϖn ≤ 1

2
inf

(f0,f1)∈F(γ,ℓ)2
inf
x∈D

µ(x).

En fait, le choix de ϖn doit être fait de telle sorte qu’il majore la borne supérieure de
convergence uniquement d’un facteur lent. Ainsi, dans la pratique, le choix ϖn = log(n)−1

est pertinent.

Principales idées de la preuve (voir [27], paragraphe 6.3, pour plus de détails). soit x ∈ D̊.
Pour ι ∈ {0, 1}, on a la décomposition suivante :

f̂ι,n(x)− fι(x) =
Mι,n(x)

µ̂n(x) ∨ϖn
+
Lι,n(x)− (µfι)(x)

µ̂n(x) ∨ϖn
− µ̂n(x) ∨ϖn − µ(x)

µ̂n(x) ∨ϖn
fι(x), (2.4)

avec

Mι,n(x) =
1

|Tn|
∑

u∈Tn

Khn(x−Xu)εuι, (2.5)

Lι,n(x) =
1

|Tn|
∑

u∈Tn

Khn(x−Xu)fι(Xu),

µ̂n(x) =
1

|Tn|
∑

u∈Tn

Khn(x−Xu), (2.6)

Ainsi, en utilisant le fait que fι est bornée sur D, uniformément sur la classe F(γ, ℓ), on
obtient

Eν

[(
f̂ι,n(x)− fι(x)

)2]
≲ ϖ−2

n

(
Eµ

[(
Mι,n(x)

)2]
+ Eν

[(
Lι,n(x)− (µfι)(x)

)2]

+ Eν

[(
µ̂n(x) ∨ϖn − µ(x)

)2])
. (2.7)
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On termine alors la preuve en contrôlant successivement les trois termes du membre de
gauche de (2.7). Pour cela on fait usage des many-to-one formulae et du Lemme 2.2.

Remarque 2.5. Notons que µ̂(x) défini en (2.6) est l’estimateur de la densité invariante
de la châıne marquée. Dans le contexte du Théorème 2.1, on montre que

sup

(f0,f1)∈
(
F(γ,ℓ)∩Hβ

D(L)
)2 Eν

[(
µ̂n(x)− µ(x)

)2]
≲ |Tn|

−2β
2β+1 .

Nous renvoyons à [27], paragraphe 6.2 pour plus de détails. Nous reviendrons dans les
chapitres suivants sur l’étude de cet estimateur dans un cadre plus général.

Le Théorème 2.1 est complété avec le résultat suivant.

Théorème 2.2 (Borne minimax de convergence). On suppose que gε est la densité d’une
loi normale bivariée centrée. Soit D ⊂ R un intervalle compact. Pour chaque γ ∈ (0, 1),
ℓ > 0, β > 0 et L > 0, il existe C > 0 tel que, pour chaque x ∈ D,

lim inf
n→∞

inf
(f̂0,n,f̂1,n)

sup
(f0,f1)

P
(
|Tn|β/(2β+1)

(∣∣f̂0,n(x)− f0(x)
∣∣+
∣∣f̂1,n(x)− f1(x)

∣∣) ≥ C
)
> 0,

où l’inf est pris sur l’ensemble de tous les estimateurs basés sur les observations (Xu, u ∈
Tn+1) et le sup est pris sur l’ensemble de toutes les fonctions (f0, f1) ∈

(
F(γ, ℓ)∩Hβ

D(L)
)2
.

Idées de la preuve. La preuve du Théorème 2.2 utilise l’approche basée sur deux hy-
pothèses (voir par exemple [101], paragraphe 2.5), ainsi que les many-to-one formulae.
Pour plus détails, nous renvoyons à [27], paragraphe 6.4.

2.4 Normalité asymptotique des estimateurs f̂ι,n

Tout d’abord, notons que les estimateurs f̂ι,n sont fortement consistants, comme nous
le montre le résultat suivant.

Proposition 2.1 (Convergence presque sûre). Dans le même cadre que le Théorème 2.1
avec hn ∝ |Tn|−γ pour γ ∈ (0, 1), on a

(
f̂0,n(x)

f̂1,n(x)

)
p.s.−−−→

n→∞

(
f0(x)
f1(x)

)
,

lorsque n→ +∞.

Idées de la preuve. La preuve de ce résultat repose principalement sur l’égalité suivante

f̂ι,n(x) =
Mι,n(x) + Lι,n(x)

ν̂n(x) ∨ϖn
,

oùMι,n(x), Lι,n(x) et ν̂n(x) ont été définis en (2.5)-(2.6). Nous renvoyons à [27], paragraphe
6.5 pour plus de détails.
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Pour l’étude de la normalité asymptotique de nos estimateurs, nous avons besoin des
hypothèses supplémentaires sur le bruit. Plus précisément, nous supposons que λ > 5, ce
qui assurera que E[ε40 + ε41] <∞. Nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 2.3 (Normalité asymptotique sans l’expression du biais). Dans le même cadre
que le Théorème 2.1 avec λ > 5 et hn ∝ |Tn|−γ pour γ ∈

(
1/(2β + 1), 1

)
, on a

√
|Tn|hn

(
f̂0,n(x)− f0(x)

f̂1,n(x)− f1(x)

)
(d)−−−→

n→∞
N2

(
02,Σ2(x)

)
avec Σ2(x) = |K|22

(
µ(x)

)−1
Γ,

où Γ désigne la matrice de covariance du bruit définie en (2.2) et 02 = (0, 0). En outre,
pour k points distincts x1, . . . , xk dans D, les couples

((
f̂0,n(xℓ)− f0(xℓ)

f̂1,n(xℓ)− f1(xℓ)

)
, ℓ = 1, . . . , k

)

sont asymptotiquement indépendants.

Remarque 2.6. Même si le Théorème 2.3 nous fournit la convergence vers une Gaus-
sienne centrée, ce qui est pratique pour les tests d’hypothèses, il souffre du fait que la fenêtre
optimale est exclue dans le choix des estimateurs. Le théorème qui suit va résoudre cette
“imperfection”, mais le pris à payer est la présence d’un biais.

Théorème 2.4 (Normalité asymptotique avec l’expression du biais). Dans le même cadre
que le Théorème 2.1 avec λ > 5 et β un entier naturel,

(i) Si hβn
√

|Tn|hn → κ avec κ ∈ [0,∞) lorsque n→ +∞, alors

√
|Tn|hn

(
f̂0,n(x)− f0(x)

f̂1,n(x)− f1(x)

)
(d)−−−→

n→∞
N2 (κm2(x),Σ2(x)) avec Σ2(x) = |K|22

(
µ(x)

)−1
Γ

et

m2(x) =
(−1)β

β!µ(x)

∫

R
yβK(y)dy

(
(µf0)

β(x)− µβ(x)f0(x)
(µf1)

β(x)− µβ(x)f1(x)

)
.

(ii) Si hβn
√

|Tn|hn → +∞ lorsque n→ +∞, alors

h−β
n

(
f̂0,n(x)− f0(x)

f̂1,n(x)− f1(x)

)
P−−−→

n→∞
m2(x).

Remarque 2.7. Nous soulignons que ce résultat s’étend au cas des β non entiers en
utilisant les dérivées fractionnaires. Notons toutefois que la définition de ces dérivées n’est
pas unique (voir par exemple [100, 102]). Nous faisons le choix de ne pas utiliser cette
notion ici afin d’alléger l’exposé.
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Idées de preuve des Théorèmes 2.3 et 2.4 (pour plus de détails, voir [27], paragraphe 6.6).
Soit x ∈ D̊. La preuve utilise la décomposition suivante :

an

(
f̂0,n(x)− f0(x)

f̂1,n(x)− f1(x)

)
= 1

µ̂n(x)∨ϖn

{
an

(
M0,n(x)
M1,n(x)

)

+ an

(
N0,n(x)
N1,n(x)

)
+ an

(
R0,n(x)
R1,n(x)

)}
, (2.8)

où, an =
√
|Tn|hn, pour ι ∈ {0, 1}, Mι,n(x) est defini en (2.5),

Nι,n(x) =
1

|Tn|
∑

u∈Tn

Khn(x−Xu)
(
fι(Xu)− fι(x)

)
,

Rι,n(x) =
(
µ̂n(x)−

(
µ̂n(x) ∨ϖn

))
fι(x),

et µ̂n(x) est défini en (2.6). La stratégie est alors la suivante. On montre premièrement
que les deux derniers termes du membre de droite de 2.8 convergent presque sûrement vers
0 (pour le Théorème 2.3) et, pour le Théorème 2.4, que le deuxième terme du membre
de droite de (2.8) converge presque sûrement vers κm(x)1{κ<+∞} + m(x)1{κ=∞}. Ceci
se fait en utilisant les many-to-one formulae, le développement de Taylor et le Lemme de
Borel-Cantelli. Dans un deuxième temps, on montre que

√
|Tn|hn

(
M0,n(x)
M1,n(x)

)

est une martingale par rapport à une filtration engendrée par une transformation du
processus mère-filles. On fait alors usage du théorème central limite pour les martingales
(voir par exemple [54], paragraphe 2.1.3 et 2.1.4). On obtient la normalité asymptotique
voulue en remarquant que µ̂n(x) ∨ ϖn converge presque sûrement vers µ(x) lorsque n
tend vers l’infini. L’indépendance asymptotique évoquée dans le Théorème 2.3 est une
conséquence des propriétés des lois gaussiennes.

2.5 Construction d’un test d’asymétrie

Nous allons à présent construire un test permettant de décider si oui ou non les fonc-
tions d’autorégression f0 et f1 sont égales. Pour cela, nous choisissons de discriminer entre
les hypothèses H0 et H1 définies comme suit. Soit x1, . . . , xk des points distincts dans R.

H0 : ∀ℓ ∈ {1, . . . , k}, f0(xℓ) = f1(xℓ) et H1 : ∃ℓ ∈ {1, . . . , k}, f0(xℓ) ̸= f1(xℓ).

Dans les études paramétriques, ce type de test est souvent appelé test du vieillissement
cellulaire. En effet, il a été utilisé pour mettre en évidence le fait qu’une cellule qui vieillit
a tendance à moins crôıtre et par conséquent se reproduit plus lentement. D’où le nom
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de “test du vieillissement cellulaire” qui lui a été attribué, voir par exemple [62]. Afin
de construire notre statistique de test, nous avons besoin de construire un estimateur
convergeant en loi vers une gaussienne centrée à la vitesse optimale. Pour cela, nous nous

inspirons des travaux de Bierens [12]. Soit
(
f̂
(a)
ι,n (x), ι ∈ {0, 1}

)
les estimateurs (2.1) avec la

fenêtre h
(a)
n ∝ |Tn|−1/(2β+1) et soit

(
f̂
(b)
ι,n (x), ι ∈ {0, 1}

)
les estimteurs (2.1) avec la fenêtre

h
(b)
n ∝ |Tn|−δ/(2β+1) pour un certain δ ∈ (0, 1). Nous définissons

(
f̄ι,n(x) =

(
1− |Tn|

−β(1−δ)
2β+1

)−1(
f̂ (a)ι,n (x)− |Tn|

−β(1−δ)
2β+1 f̂ (b)ι,n (x)

)
, ι ∈ {0, 1}

)
. (2.9)

Nous avons le résultat suivant.

Corollaire 2.1. Dans le même cadre que le Théorème 2.4,

|Tn|
β

2β+1

(
f̄0,n(x)− f0(x)
f̄1,n(x)− f1(x)

)
(d)−−−→

n→∞
N2

(
02,Σ2(x)

)
avec Σ2(x) = |K|22

(
µ(x)

)−1
Γ,

pour chaque δ ∈ (0, 1) dans la définition (2.9) de
(
f̄0,n(x), f̄1,n(x)

)
.

Motivé par le Corollaire 2.1, nous utilisons les nouveaux estimateurs
(
f̄0,n(x), f̄1,n(x)

)

pour construire la statistique de test Wn(x1, . . . , xk) comme suit.

Wn(x1, . . . , xk) =
|Tn|

2β
2β+1

(σ20 + σ21 − 2σ0σ1ρ)|K|22

k∑

ℓ=1

µ̂n(xℓ)
(
f̄0,n(xℓ)− f̄1,n(xℓ)

)2
, (2.10)

avec µ̂n(·) = |Tn|−1
∑

u∈Tn
Khn(Xu−·), où hn ∝ |Tn|−1/(2β+1). Le résultat qui suit est alors

une conséquence des résultats sur la normalité asymptotique que nous avons précédemment
établis.

Théorème 2.5 (Test d’asymétrie de Wald). Dans le même cadre que le Théorème 2.4, soit
x1, . . . , xk des points distincts dans D. Alors, sous H0, la statistique de testWn(x1, . . . , xk)
converge en loi vers une variable aléatoire du chi-deux à k degrés de libertés, et sous
l’alternative H1, la statistique Wn(x1, . . . , xk) converge presque sûrement vers +∞.

Idées de preuve du Corollaire 2.1 et du Théorème 2.5. Le corollaire 2.1 s’obtient en ap-

pliquant le Théorème 2.4 aux estimateurs f̂
(a)
ι,n et f̂

(b)
ι,n , tandis que le Théorème 2.5 est une

conséquence du Corollaire 2.1 et de l’indépendance asymptotique établie au Théorème 2.3.
Nous renvoyons à [27], paragraphe 6.7 pour plus détails.

Remarque 2.8. Notons que dans (2.10) on peut remplacer σ20, σ
2
1 et ρ par

σ̂20,n = |Tn|−1
∑

u∈Tn

(ε̂u0)
2, σ̂21,n = |Tn|−1

∑

u∈Tn

(ε̂u1)
2,

ρ̂n = σ̂−1
0,nσ̂

−1
1,n|Tn|−1

∑

u∈Tn

ε̂u0ε̂u1, (2.11)
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avec les résidus empiriques ε̂uι = Xuι − f̂ι,n(Xu) pour u ∈ Tn. Nous affirmons que ces
estimateurs sont convergents, de telle sorte le Théorème 2.5 reste vrai avec cette nouvelle
statistique de test. La preuve de la convergence de ces trois quantités nécessite des calculs
assez techniques que nous omettons ici.

2.6 Implémentation numérique

Nous allons à présent illustrer les résultats théoriques précédents sur des données
simulées et sur des données réelles. Nous illustrerons plus précisément les résultats du
Théorème 2.1 et ceux du Théorème 2.5.

2.6.1 Données simulées

Afin de vérifier la qualité de notre procédure d’estimation, nous choisissons les fonctions
d’autorégression f0 et f1 définies pour tout x ∈ R par

f0(x) = x
(
1/4 + exp(−x2)/2

)
et f1(x) = x

(
1/8 + exp(−x2)/2

)
.

Nous considèrons un bruit gaussien tel que σ0 = σ1 = 1 et ρ = 0.3. Nous simulonsM = 500
échantillons d’un processus NBAR jusqu’à la génération n + 1 = 15, de quantité initiale
X∅ = 1. Afin d’implémenter les estimateurs donnés en (2.1), nous choisissons le noyau
gaussien K(x) = (2π)−1/2 exp(−x2/2) et la fenêtre hn = |Tn|−1/5. Nous évaluons f̂0,n et

f̂1,n sur une grille régulière de D = [−3, 3] avec le pas ∆x = |Tn|−1/2. Puisqu’avec ce choix
du noyau nous ne rencontrons aucun problème avec le dénominateur, nous posons ϖn = 0.
Pour chaque échantillon, nous calculons l’erreur empirique

e(i)ι =
∥f̂ (i)ι,n − fι∥∆x

∥fι∥∆x
, i = 1, . . . ,M, ι ∈ {0, 1},

où ∥ · ∥∆x désigne la norme discrète sur l’espace des échantillons. Le tableau 2.1 présente

les erreurs moyennes empiriques et les écarts-types empiriques, eι = M−1
∑M

i=1 e
(i)
ι et(

M−1
∑M

i=1(e
(i)
ι − eι)

2
)1/2

pour ι ∈ {0, 1}. Comme le montre le tableau 2.1, plus on aug-
mente la taille de l’échantillon, meilleur est la reconstruction de f0 et f1.

La sensibilité de notre méthode à la taille des données peut aussi se voir sur la Fi-
gure 2.1, où nous construisons une bande de confiance de 95%, de telle sorte qu’à chaque
point, les bornes supérieures et inférieures incluent 95% des valeurs estimées en ce point.
On peut voir sur la Figure 2.1 que la reconstruction est bonne dans un voisinage de 0 et
se détériore pour les points éloignés de 0. Ceci est dû au fait que la masse de la probabilité
invariante de la châıne marquée est concentrée dans un voisinage de 0, de telle sorte que
les valeurs estimées on plus tendance à tomber dans un voisinage de 0.

D’autre part, comme on peut le voir sur la Figure 2.2, l’erreur pour l’estimation de f0
et f1 est proche de |Tn|−2/5 qui est l’erreur attendue dans ce cas. En effet, les fonctions
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n 8 9 10 11 12 13 14
|Tn| 511 1 023 2 047 4 095 8 191 16 383 32 767

e0 0.4442 0.3417 0.2633 0.2006 0.1517 0.1285 0.0891
sd. 0.1509 0.1063 0.0761 0.0558 0.0387 0.0295 0.0209

e1 0.6696 0.5141 0.4006 0.3027 0.2356 0.1776 0.1384
sd. 0.2482 0.1626 0.1227 0.0831 0.0622 0.0440 0.0326

Table 2.1 – [Données simulées] Erreur moyenne empirique relative e0 (resp. e1) et son
écart-type calculés surM = 500 arbres de Monte-Carlo, par rapport à |Tn|, pour la fonction
d’autorégression f0 (resp. f1) reconstruite sur l’intervalle D = [−3, 3] par l’estimateur f̂0,n
(resp. f̂1,n).

Figure 2.1 – [Données simulées] Reconstruction des fonctions d’autorégression f0 et f1 sur
D = [−3, 3] avec des bandes de confiance de niveau 95% construite sur 500 arbres de Monte
Carlo. La courbe rouge en gras représente la reconstruction de la fonction x ; f0(x). La
courbe bleue en trait fin est la reconstruction de f1 avec des bandes de confiance de niveau
95%. À gauche : n = 10 generations. À droite : n = 14 generations.

d’autorégression sont de classe C∞ et le noyau est d’ordre n0 = 1. Ceci nous confirme
également qu’on a la bonne vitesse pour la convergence en loi.

Pour l’illustration de notre procédure de test, nous commençons par simuler les estima-
teurs définis en (2.9) dans le but de calculer la statistiques de test donnée en (2.10). Nous

utilisons encore un noyau gaussien et les fenêtres h
(a)
n = |Tn|−1/5 et h

(b)
n = |Tn|−1/10

(i.e. δ = 1/2). Notons que le choix de δ n’a eu aucune influence dans nos résultats
numériques. Notons que l’étude numérique des estimateurs définies en (2.9) conduit aux
mêmes résultats que ceux définies en (2.1). Pour une grille donnnée {x1, . . . , xk} de l’inter-
valle [−3, 3], on rejette l’hypothèse nulle H0 si la statistique de test Wn dépasse le 95ième

centile de la loi du chi-deux à k degrés de libertés. Nous construisons ainsi un test de
niveau asymptotique 5%. Afin de mesurer la performance de notre procédure de test, nous
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Figure 2.2 – [Données simulées] Tracé du log de l’erreur empirique relative moyenne sur
les 500 replications de Monte-Carlo par rapport au log de la taille des données log(|Tn|)
pour f0 (resp. f1) reconstruite sur D = [−3, 3] avec f̂0,n (ligne continue bleue) (resp. f̂1,n
(ligne interrompue bleue)) comparé au log du taux prévue (ligne continue rouge).

calculons la proportion de rejet dans deux cas :

(Cas d’égalité) f0(x) = f1(x) = x(1/4 + exp(−x2)/2),
(Cas de différence) f0(x) = x(1/4 + exp(−x2)/2) et f1(x) = x(1/8 + exp(−x2)/2).

On peut voir dans le Tableau 2.2 que l’hypothèse nulle est de plus en plus rejetée dans
le cas de différence et de moins en moins rejetée dans le cas d’égalité lorsque la taille
de l’échantillon augmente, ce qui est le résultat que nous espérions. On peut aussi voir
l’influence du nombre de points sur notre test. Quand on augmente le nombre de points,
on augmente la proportion des rejets dans les deux cas. La moralité de cette étude est que
notre test a des bonnes propriétés pour un nombre raisonnable de points.

La deuxième expérience a pour but d’illustrer la puissance empirique de notre test.
Nous fixons les fonction f0 pour les cellules de type 0 et nous paramétrisons la fonction
d’autorégression f1 de telle sorte qu’elle est progressivement proche de f0 :

f0(x) = x(1/4 + exp(−x2)/2) and f1,τ (x) = x(τ + exp(−x2)/2)

avec le paramètre d’interpolation τ ∈ [1/8, 1/4]. Ce choix nous permet permet d’interpoler
entre (Cas d’égalité) et (Cas de différence). Les deux courbes de la Figure 2.3 nous
donnent la proportion de rejet en fonction du paramètre τ . On peut remarquer que quand
la fonction f1,τ se rapproche de f0, i.e. lorsque τ est proche de 1/4, il y a une décroissance
du nombre de rejet de l’hypothèse nulle. Le test est d’autant meilleur que la pente est
raide. À gauche de la Figure 2.3, on peut voir que pour n = 10 générations, la proportion
des rejets de l’hypothèse nulle est plus grande que 40% seulement pour τ plus petit ou
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n 8 9 10 11 12 13 14
|Tn| 511 1 023 2 047 4 095 8 191 16 383 32 767

∆x = 0.5 46.8% 67.2% 87.6% 99.0% 100% 100% 100%
Cas d’égalité ∆x = 0.25 59.6% 77.8% 92.8% 99.8% 100% 100% 100%

∆x = 0.1 67.8% 85.4% 95.6% 99.8% 100% 100% 100%

∆x = 0.5 19.6% 18.6% 18.2% 16.2% 13.4% 14.8% 12.4%
Cas de différence ∆x = 0.25 30.4% 30.0% 29.0% 24.8% 21.4% 19.4% 19.8%

∆x = 0.1 42.6% 42.6% 40.4% 39.8% 35% 31.6% 32.2%

Table 2.2 – [Données simulées] Proportions de rejet de l’hypothèse nulle H0 : {∀ℓ =
1, . . . , k, f0(xℓ) = f1(xℓ)} pour les tests de niveau asymptotique 5% sur 500 arbres de
Monte-Carlo. Le test est basé sur la statistique de test Wn(x1, . . . , xk), définie en (2.10),
avec la grille de points {xℓ = −3 + (ℓ − 1)∆x ≤ 3; ℓ ≥ 1} pour ∆x ∈ {0.5; 0.25; 0.1} (i.e.
k = 13, 25 et 61 points). (Cas d’égalité ) : les proportions (puissance du test) doivent
être élévées. (Cas de différence) : les proportions (erreur de type I) doivent être basses.

égal à 0.1875. À droite de la Figure 2.3, on peut voir que pour n = 14 générations, la
performance de notre test est bonne pour les valeurs de τ jusqu’à 0.225, i.e. proche du
Cas d’égalité.

Figure 2.3 – [Données simulées] Proportions de rejet de l’hypothèse nulle H0 (puissance
du test) : {∀ℓ ∈ {1, . . . , k}, f0(xℓ) = f1,τ (xℓ)} par rapport à τ ∈ [1/8; 1/4] pour les tests
de niveau asymptotique 5% sur 500 arbres de Monte-Carlo. Les tests sont basées sur les
statistiques de test Wn(x1, . . . , xk) définies en (2.10), avec la grille de points {xℓ = −3 +
(ℓ − 1)∆x ≤ 3; ℓ ≥ 1} for ∆x = 0.5 (i.e. k = 13 points). À gauche : n = 10 generations.
À droite : n = 14 generations.
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2.6.2 Données réelles

Nous avons également travaillé sur les données réelles, issues des expériences de Stewart
et al. [99] sur la bactérie E. coli. Ces données ont fait l’objet de nombreuses études, l’une
des plus récente étant celle Delyon et al. [45]. Dans leur expérience, Stewart et al. ont
observé le taux de croissance plusieurs micro-colonies de E. coli. Mais les travaux de
Delyon et al. [45] ont écarté la possibilité d’agréger les données des différentes micro-
colonies. Nous avons donc uniquement travailler sur les échantillons ayant la plus grande
taille (entre 443 et 655 cellules). Soulignons qu’afin de prendre en compte les données
manquantes, nous avons, comme dans [62], supposé qu’elles se trouvent uniquement à
la dernière génération du sous arbre considéré (dans notre cas, la 9ème génération). Nous
choisissons aussi les échantillons de telle sorte que pour chaque cellule, son type et son taux
de croissance, de même que le type et le taux de croissance de ses filles, sont connus. Avec
cette approximation, nos résultats théoriques restent valident. Nous avons représenté sur la
Figure 2.4a et sur la Figure 2.4b les estimateurs (f̄0,n, f̄1,n) des fonctions d’autorégression,
construites avec les échantillons de taille 655 et 446 cellules. Comme on peut l’observer,
pour l’échantillon de taille 655, nos courbes sont proches des droites ajustées construites en
utilisant les estimateurs de Guyon [62]. Mais pour l’échantillon de taille 446, nous obtenons
une relation “complètement” non-linéaire entre le taux de croissance de la mère et ceux
des filles.

(a) N = 655 (b) N = 446

Figure 2.4 – [données réels issues de Stewart et al. [99]] Représentation des points
(Xu, Xu0) et (Xu, Xu1) pour N cellules u ∈ T9. La courbe verte en gras (resp. la droite
verte en trait fin) est la reconstruction de x; f0(x) avec x; f̄0,n(x) défini en (2.9) (resp.
avec l’estimateur linéaire de Guyon [62]). La courbe rouge en gras (resp. la droite rouge
en trait fin) est la reconstruction de x ; f1(x) avec x ; f̄1,n(x) (resp. avec l’estimateur
linéaire de Guyon).

Nous avons également implémenter notre test statistique (2.10) en utilisant 10 points
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équidistants de D = [0.0326; 0.0407], où se trouve 80% des données. Nous avons estimé la
matrice de covariance du bruit en utilisant (2.11). L’hypothèse nulle est fortement rejeté
pour les échantillons ayant la plus grande taille. Ainsi, comme dans [41, 43, 62], nous
pouvons conclure qu’il y a une asymétrie dans le processus de transmission du taux de
croissance d’une cellule vers ses filles.

2.7 Principe de déviations modérées pour les estimateurs
f̂ι,n

Nous commençons par introduire la notion de principe de déviations modérées dans
un cadre général. Soit (Zn)n≥0 une suite de variables aléatoires à valeurs dans un espace
polonais S muni de sa tribu borélienne BS et soit (sn)n≥0 une suite de nombres réels positifs
qui converge vers +∞. On suppose que la suite (Zn/sn)n≥0 converge en probabilité vers 0
et que la suite (Zn/

√
sn)n≥0 converge en loi vers une gaussienne centrée. Soit I : S → R+

une fonction semi-continue inférieurement, i.e. pour tout c > 0, l’ensemble de niveau
{x ∈ S, I(x) ≤ c} est un ensemble fermé. La fonction I est appelée une fonction de taux
et elle est appelée une bonne fonction de taux si ses ensembles de niveau sont compacts.
Soit (bn)n≥0 une suite de nombre réels positifs telle que bn → +∞ et bn/

√
sn → 0 lorsque

n tend vers +∞.

Définition 2.2 (Principe de déviations modérées). On dit que Zn/
√
ansn satisfait un

principe de déviations modérées dans S de vitesse bn et de fonction de taux I si l’on a,
pour tout A ∈ BS,

− inf
x∈Å

I(x) ≤ lim inf
n→∞

1

an
logP

( Zn√
ansn

∈ A
)
≤ lim sup

n→∞

1

an
logP

( Zn√
ansn

∈ A
)
≤ − inf

x∈Ā
I(x),

où Å et Ā désigne respectivement l’intérieur et l’adhérence de A.

Pour les suites de variables aléatoires i.i.d et pour les modèles de régression et d’au-
torégression classiques, des principes de déviations modérées ont été prouvés pour l’esti-
mateur à noyau de la densité et pour l’estimateur de Nadaraya-Watson. Nous renvoyons
par exemple au travaux Worms [105, 107] et ceux de Mokkadem et Pelletier [83]. Les deux
notions suivantes sont intimement liées au principe de déviations modérées. Soit (Zn)n≥0

et (Wn)n≥0 deux suites de variables aléatoires et soit Z une variable aléatoire à valeurs
dans un espace métrique (S, d).

Définition 2.3 (Convergence super-exponentielle). On dit que (Zn)n≥0 converge (b2n)-

super-exponentiellement vite en probabilité vers Z et on note Zn
superexp
======⇒

b2n
Z si, pour tout

δ > 0,

lim sup
n→+∞

1

b2n
logP

(
d(Zn, Z) > δ

)
= −∞.
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Définition 2.4 (Equivalence exponentielle, voir [46], Chap 4). On dit que (Zn)n≥0 et

(Wn)n≥0 sont (b2n)n≥0-exponentiellement equivalentes et on note Zn
superexp∼

b2n
Wn si pour

tout δ > 0,

lim sup
n→+∞

1

b2n
logP

(
d(Zn,Wn) > δ

)
= −∞.

Puisque le principe de déviations modérées nécessite une notion de convergence plus
forte, à savoir la convergence super-exponentielle en probabilité, il est naturel que nous
imposions des conditions supplémentaires sur le modèle.

Contraintes supplémentaires sur le modèle

On suppose donc que les fonctions d’autorégression f0 et f1 appartiennent à la classe
F(γ, ℓ) avec γ = 0, ce qui signifie que

max{∥f0∥∞; ∥f1∥∞} ≤ ℓ.

Afin de garantir l’ergodicité géométrique uniforme de la châıne marquée, Nous remplaçons
l’hypothèse 2.1 par la suivante.

Hypothèse 2.4. Il existe M4 > ℓ tel que 2(M4− ℓ)δ(M4) > 1/2, avec δ(·) défini en (2.3).

Nous faisons également l’hypothèse supplémentaire suivante sur le noyau.

Hypothèse 2.5. Le noyau K : R → R est tel que

∫
R |K+(x)|dx∫
R |K−(x)|dx

>
∥g0∥∞ + ∥g1∥∞

2δ(M3)
(
1− η(M2)

) ,

où M2,M3 sont définis dans l’Hypothèse 2.2.

Nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 2.6 (Principe de déviations modérées). Dans le même cadre que le Théorème
2.1 avec γ = 0, λ > 5, K satisfaisant en plus l’Hypothèse 2.5, hn = |Tn|−α pour α >
1/(2β+1) et l’Hypothèse 2.1 remplacée par l’Hypothèse 2.4 , soit (bn, n ≥ 0) une suite de
nombre réels positifs tels que

(i) lim
n→∞

bn

(|Tn|hn)1/2
= +∞ , (ii) lim

n→∞

bn
|Tn|hn

= 0 , (iii) lim
n→∞

bn

|Tn|h1+β
n

= +∞.

Alors, la suite (
|Tn|hn
bn

(
f̂0,n(x)− f0(x)

f̂1,n(x)− f1(x)

)
, n ≥ 0

)

31



satisfait un principe de déviations modérées dans R2 de vitesse b2n/(|Tn|hn) et de bonne
fonction de taux Jx : R2 → R definie par

Jx(z) =
(
2|K|22

)−1
µ(x)ztΓ−1z , z ∈ R2,

où zt désigne la transposée du vecteur z et Γ est la matrice de covariance du bruit définie
en (2.2).

En particulier, en utilisant le principe de contraction (voir par exemple [46], Chap 4),
nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Dans le même cadre que le Théorème 2.6, pour tout δ > 0,

lim
n→+∞

|Tn|hn
b2n

logP
( |Tn|hn

bn

∣∣f̂ι,n(x)− fι(x)
∣∣ > δ

)
= −

(
2σ2ι |K|22

)−1
µ(x)δ2, ι ∈ {0, 1}.

Principales idées de la preuve du Théorème 2.6. La preuve utilise la décomposition (2.8)
avec an = (|Tn|hn)/bn. La stratégie est la suivante. On montre premièrement que les deux
derniers termes du membre de droite de (2.8) converge b2n/(|Tn|hn) super-exponentiellement
vite en probabilité vers 0. Ceci nous conduit alors à l’équivalence exponentielle suivante :

|Tn|hn
bn

(
f̂0,n(x)− f0(x)

f̂1,n(x)− f1(x)

)
superexp∼

b2n/(|Tn|hn)

1
µ̂n(x)∨ϖn

|Tn|hn
bn

(
M0,n(x)
M1,n(x)

)
.

On termine ensuite la preuve en montrant que µ̂n(x) ∨ ϖn converge b2n/(|Tn|hn) super-
exponentiellement vite en probabilité vers µ(x) et en faisant usage du principe de déviations
modérées pour les martingales (voir par exemple [88, 106]). Notons que les convergences
super-exponentielles que nous avons évoquées s’établissent à l’aide des inégalités de concen-
tration que nous développerons dans la suite.
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Chapitre 3

Estimation non paramétrique
adaptative de la densité invariante
de la châıne marquée

Ce chapitre est issu des articles [26], écrit en collaboration avec Marc Hoffmann et
Adéläıde Olivier, et [29], écrit en collaboration avec Angelina Roche. Nous utilisons la
transformée en ondelettes et une méthode de type Goldenshluger-Lepski pour l’estimation
de la densité invariante de la châıne marquée. Je fais le choix délibéré de me focaliser
uniquement sur l’estimation de la densité invariante de la châıne marquée. Je renvoie à
[26] pour l’estimation de la probabilité de transition P (resp. Q) de la châıne de Markov
bifurcante (resp. de la châıne marquée) par la méthode des ondelettes.

3.1 Cadre général

Nous considérons une châıne de Markov bifurcante (Xu, u ∈ T) à valeurs dans Rd,
d ≥ 1, de probabilité de transition P et de mesure initiale ν. Nous supposons que P admet
une densité, que nous notons également P, par rapport à la mesure de Lebesgue. Nous
supposons que cette châıne est stable au sens donné à la fin de la Section 1.1.3. Puisque P
admet une densité, une conséquence est que la probabilité de transition Q et la mesure de
probabilité invariante µ de la châıne marquée admettent des densités que nous noterons
également Q et µ respectivement (pour plus de détails, nous renvoyons par exemple à [54],
chap 6 et [18], Remarque 1.6). Nous supposerons dans la suite que les densités P, Q et µ
sont uniforméments bornées sur (Rd)3, (Rd)2 et Rd respectivement. En d’autres termes,
nous supposons que max{∥P∥∞, ∥Q∥∞, ∥µ∥∞} < +∞. Nous travaillerons sous l’hypothèse
d’ergodicité géométrique uniforme suivante.

Hypothèse 3.1 (Condition d’ergodicité géométrique uniforme). Il existe deux constantes
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α ∈ (0, 1/2) et R > 0 telles que pour toute fonction bornée et µ-intégrable g,

|Qmg(x)− ⟨µ, g⟩| ≤ R∥g∥∞αm ∀x ∈ Rd et m ∈ N.

3.2 Estimation adaptative de la densité invariante par méthode
d’ondelettes

Le but ici est de construire un estimateur de la densité invariante µ par projection sur
une base d’ondelettes.

3.2.1 Décomposition en ondelettes et espaces de Besov

Les bases d’ondelettes ont été documentées dans plusieurs livres (voir par exemple [36]).
Nous considérons la base d’ondelettes (ψd

λ)λ, adaptées à un domaine compact Dd ⊂ Rd,
où le multi-index λ concatène les index de position et le niveau de résolution que nous
notons |λ|. On pose Λj = {λ, |λ| = j} et Λ = ∪j≥−1Λj . Ainsi, pour g ∈ Lπ(Dd), avec
π ∈ (0,+∞], on a la décomposition en ondelettes

g =
∑

j≥−1

∑

λ∈Λj

gλψ
d
λ =

∑

λ∈Λ
gλψ

d
λ, avec gλ = ⟨g, ψd

λ⟩,

où nous avons fixé j = −1 afin d’incorporer la partie basse fréquence de la décomposition
et ⟨g, ψd

λ⟩ =
∫
gψd

λ désigne le produit scalaire dans L2(Rd). Pour s > 0, g appartient à
Bs

π,∞(Dd) si la norme suivante est finie :

∥g∥Bs
π,∞(Dd) = sup

j≥−1
2j(s+d(1/2−1/π))

( ∑

λ∈Λj

|⟨g, ψd
λ⟩|π

)1/π
, (3.1)

avec les modifications d’usage si π = +∞. La relation précise entre cette définition de la
norme de Besov et la définition classique peut-être trouvée dans [36]. Étant donnée une
base (ψd

λ)λ, il existe σ > 0 tel que pour π ≥ 1 et s ≤ σ, l’espace de Besov défini par
(3.1) coincide exactement avec la définition usuelle qui utilise les module de continuité
pour g. L’index σ peut-être pris arbitrairement grand. Nous aurons besoin des propriétés
additionnelles suivantes sur la base d’ondelettes (ψd

λ)λ

Hypothèse 3.2. Pour p ≥ 1,

∥ψd
λ∥pLp ∼ 2|λ|d(p/2−1),

pour un certain σ > 0 et pour tous s ≤ σ, j0 ≥ 0,

∥g −
∑

j≤j0

∑

λ∈Λj

gλψ
d
λ∥Lp ≲ 2−j0s∥g∥Bs

p,∞(Dd), (3.2)
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pour chaque sous ensemble Λ0 ⊂ Λ,

∫

D

( ∑

λ∈Λ0

|ψd
λ(x)|2

)p/2
dx ≃

∑

λ∈Λ0

∥ψd
λ∥pLp . (3.3)

Si p > 1, pour chaque suite (uλ)λ∈Λ,

∥∥(∑

λ∈Λ
|uλψd

λ|2
)1/2∥∥

Lp ≃ ∥
∑

λ∈Λ
uλψ

d
λ∥Lp . (3.4)

Le symbole ≃ signifie une inégalité dans les deux sens, à une constante près dépendant
uniquement de p et D. La propriété (3.2) reflète que notre définition (3.1) des espaces
de Besov correspond à la définition en terme d’approximation linéaire. La propriété (3.4)
reflète une propriété de base inconditionnelle (voir par exemple Kerkyacharian et Picard
[71], De Vore et al. [47]) et (3.3) est appelée inégalité de superconcentration ou propriété
de Temlyakov [71]. La formulation (3.3)-(3.4) dans le contexte de l’estimation statistique
est postérieure aux articles originaux de Donoho and Johnstone [49, 50] et Donoho et al.
[52, 51] et est due à Kerkyacharian et Picard [71]. Pour L’existence d’une base d’ondelettes
à support compact vérifiant l’hypothèse 3.2, on pourra voir Meyer [82], ou Cohen [36].

3.2.2 Estimation de la densité invariante µ par ondelettes

Nous allons supposer que d = 1 et soit D un interval compact de R. Alors, pour tout
x ∈ D, on estime la représentation

µ(x) =
∑

λ∈Λ
µλψ

1
λ(x), µλ = ⟨µ, ψ1

λ⟩

par

µ̂n(x) =
∑

|λ|≤J

µ̂λ,nψ
1
λ(x),

avec

µ̂λ,n = Tλ,η

( 1

|Tn|
∑

u∈Tn

ψ1
λ(Xu)

)
,

et Tλ,η(x) = x1|x|≥η désigne l’opérateur de seuillage dur (avec Tλ,η(x) = x pour la partie
basse fréquence quand λ ∈ Λ−1). Ainsi, µ̂n est spécifié par le niveau de résolution J et le
seuil η. Dans la suite, nous posons

∥Q∥D = sup
x∈R,y∈D

Q(x, y).

Nous avons le résultat suivant sur la borne supérieure de convergence de notre estimateur.
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Théorème 3.1. Sous l’hypothèse 3.1, spécifions µ̂n avec

J = log2
|Tn|

log |Tn|
et η = c

√
log |Tn|/|Tn|

pour un certain c > 0. Pour tout π ∈ (0,∞], s ∈ (1/π, σ] et p ≥ 1, pour n assez grand et
c, on a l’inégalité suivante :

(
E
[
∥µ̂n − µ∥pLp(D)

])1/p
≲
( log |Tn|

|Tn|
)α1(s,p,π)

,

avec α1(s, p, π) = min
{

s
2s+1 ,

s+1/p−1/π
2s+1−2/π

}
, à une constante près qui dépend continûment de

s, p, π, ∥µ∥Bs
π,∞(D), α, R et ∥Q∥D.

Remarque 3.1. Notons que notre estimateur est adaptatif dans le sens suivant : pour tous
s0 > 0, 0 < α0 < 1/2, R0 > 0 et Q0 > 0, définissons les ensembles A(s0) = {(s, π), s ≥
s0, s0 ≥ 1/π} et

Q(α0, R0,Q0) = {Q telle que α ≤ α0, R ≤ R0, ∥Q∥D,≤ Q0},

où Q est prise dans l’ensemble des probabilités de transition satisfaisant l’hypothèse 3.1.
Alors, pour tout C > 0, il existe c⋆ = c⋆(D, p, s0, α0, R0,Q0, C) tel que µ̂n spécifié avec c⋆

satisfait

sup
n

sup
(s,π)∈A(s0)

sup
µ,Q

( |Tn|
log |Tn|

)pα1(s,p,π)
E
[
∥µ̂n − µ∥pLp(D)

]
<∞

où le sup est pris parmi les (µ,Q) tels que µQ = µ avec Q ∈ Q(α0, R0,Q0) et ∥µ∥Bs
π,∞(D)

≤ C. En particulier, µ̂n atteint le taux de convergence (presque) optimal sur les boules de
Besov simultanément pour tout (s, π) ∈ A(s0).

Notons également que la question de l’obtention d’une borne minimax reste ouverte
pour cet estimateur.

3.3 Selection locale de la fenêtre dans l’estimation à noyau
de la densité invariante

Comme nous l’avons vu au Chapitre 2, la densité invariante µ de la châıne marquée
peut-être estimée par

µ̂hhh(x) =
1

|Tn|
∑

u∈Tn

Khhh(x−Xu) ∀x ∈ Rd, (3.5)

oùKhhh(x) = K(x1/h1, ..., xd/hd)/|hhh| avec |hhh| =
∏d

j=1 hj ,K est un noyau et hhh = (h1, ..., hd)
⊤ ∈

]0,+∞[d est un vecteur de fenêtres. Nous avons adapté la définition donnée en 2.6 au cas
multidimensionnel. Nous omettons à dessein l’indice n dans l’écriture du vecteur hhh afin
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de ne pas alourdir l’écriture. L’objectif ici est de choisir de façon optimale le vecteur hhh,
uniquement à partir des données. Nous utilisons pour cela une règle inspirée des travaux
de Goldenshluger et Lepski [59] avec des modifications qui ont été suggérées par Lacour et
Massart [76]. Le point de départ de la définition de notre règle de selection est l’inégalité
suivante, qui peut-être vue comme une extension de la décomposition biais-variance. On
fait d’abord l’hypothèse suivante sur le noyau.

Hypothèse 3.3.

∥K∥∞ < +∞ et ∥K∥pp < +∞, pour p ∈ {1, 2}.

Alors on a :

Proposition 3.1. Sous les hypothèses 3.1 et 3.3, on a

E[(µ̂hhh(x)− µ(x))2] ≤ 2 (Khhh ∗ µ(x)− µ(x))2 + 2
C(P, µ)

|Tn||hhh|
, (3.6)

où C(P, ν) est une constante qui dépend continûment de P, µ, K et α.

Si de plus on suppose que µ ∈ H
βββ
Rd(L), pour un L > 0, avec βββ = (β1, . . . , βd) ∈ Rd, et

que le noyau K est d’ordre ℓℓℓ = (⌊β1⌋, . . . , ⌊βd⌋), i.e.
∫

Rd

xjkK(x)dx = 0 ∀j ∈ {1, . . . , ⌊βj⌋}, k ∈ {1, . . . , d}, (3.7)

alors on peut déduire de la Proposition 3.1 que le meilleur taux de convergence qui peut-
être atteint par l’estimateur µ̂hhh est |Tn|−2β̄ββ/(2β̄ββ+d), où β̄ββ = d/(1/β1 + ... + 1/βd) est la
moyenne harmonique de βββ. Nous avons déjà évoqué ce résultat dans le cas unidimen-
sionnel, voir Remarque 2.5. On peut vérifier que la fenêtre hhh∗ = (h∗1, ..., h

∗
d) telle que

h∗j = |Tn|−β̄ββ/(βj(2β̄ββ+d)) permet d’atteindre le meilleur taux de convergence. Cependant,
cette valeur de hhh∗ dépend du paramètre inconnu µ à travers la régularité inconnue βββ de
telle sorte qu’il ne peut-être utilisé en pratique. D’où l’intérêt de l’estimer à partir des
données.

3.4 Règle de selection de la fenêtre

Nous considèrons une collection Hn ⊂ [0,+∞[d de fenêtres possibles. En imitant la

décomposition donnée à l’équation 3.6, nous choisissons la fenêtre ĥhh suivant la règle sui-
vante.

ĥhh = argminhhh∈Hn
{A(x,hhh) + bV (x,hhh)}

où

A(x,hhh) = max
hhh′∈Hn

(
(µ̂hhh′(x)−Khhh ∗ µ̂hhh′(x))2 − aV (x,hhh′)

)
+

avec b ≥ a ≥ 1;

V (x,hhh) = C(P, µ) log(|Tn|)/|Tn||hhh|.
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Remarque 3.2. Cette procédure dépend de deux constantes a et b. Soulignons que le
problème de calibration de ces deux constantes est un sujet de recherche en soi (voir par
exemple [76]). En dimension 1, nous avons proposé une méthode pour les choisir. En
particulier, en s’inspirant des travaux de Arlot et Massart [4], nous avons proposé un
algorithme permettant de calibrer le paramètre aC(P, µ). Nous renvoyons à [29], section
4.1, pour plus de détails.

Pour l’estimateur µ̂
ĥhh
, on a l’inégalité oracle suivante.

Théorème 3.2. Supposons que la collection Hn est telle que |Hn| ≤ |Tn| et minhhh∈Hn
|hhh| ≥

log(|Tn|)/|Tn|. Alors, sous les hypothèses de la Proposition 3.1, il existe une valeur mini-
male amin > 0 indépendante de n, telle que, pour tout a > amin,

E
[
(µ̂

ĥhh
(x)− µ(x))2

]
≤ C1 min

hhh∈Hn

{
Bhhh(x) +

log(|Tn|)
|Tn||hhh|

}
+

C2

|Tn|
, (3.8)

où C1, C2 > 0 ne dépendent ni de n, ni de x et

Bhhh(x) = max
hhh′∈Hn

(Khhh′ ∗ µ(x)−Khhh ∗Khhh′ ∗ µ(x))2.

Remarque 3.3. Soulignons que la forme du biais Bhhh(x) dans l’inégalité (3.8) est très
similaire à celle obtenue par Rebelles [89]. Comme dans [37], en utilisant l’inégalité de
Young, il peut-être remplacé par la borne supérieure ∥K∥1∥ν −Kh ∗ ν∥∞.

Une conséquence directe du Théorème 3.2 est que si le noyau K satisfait (3.7) et si on
choisit par exemple

Hn =
{
hmaxk

−γ , k = 1, ...., (|Tn|hmax/ log(|Tn|))1/γ
}d
,

avec hmax > 0 et γ > 1, alors

sup
x∈Rd

sup
µ∈H(βββ,L)

E
[
(µ̂

ĥhh
(x)− µ(x))2

]
≲

( |Tn|
log(|Tn|)

)−2β̄ββ/(2β̄ββ+d)

.

Nous retrouvons ainsi, à une perte logarithmique près, le meilleur taux de convergence
obtenu à l’aide de la Proposition 3.1. Soulignons que cette perte logarithmique est due à
l’adaptation.

3.5 Quelques pistes pour les preuves

L’outil principal pour les preuves des Théorèmes 3.1 et 3.2 est l’inégalité de concen-
tration suivante.
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Théorème 3.3. Sous l’hypothèse 3.1, on a

P
( 1

|Gn|
∑

u∈Gn

g(Xu)− ⟨µ, g⟩ ≥ δ
)
≤ exp

(−|Gn|δ2
c1 + c2δ

)
,

où c1 et c2 sont des constantes qui dépendent de g et des paramètres du modèle.

Idées de la preuve. La preuve de ce Théorème 3.3 utilise des arguments similaires à ceux
utiliser dans [23]. Toutefois, à la différence des preuves dans [23], nous accordons ici une
grande importance au contrôle des variances conditionnelles

EXu

[((
Qrg̃(Xu0) + Qrg̃(Xu1)− 2Qr+1g̃(Xu)

))2]
∀u ∈ T.

Nous renvoyons à [26], Théorème 4.1 ou à [29], Lemme 6.1 pour plus de détails.

Une fois l’inégalité de concentration obtenue, le Théorème 3.1 est la conséquence de la
théorie générale de l’estimation par seuillage en ondelettes (voir par exemple [71], Corol-
laire 5.1 et Théorème 6.1). Le Théorème 3.2 quant à lui est la conséquence de la théorie
de l’estimation adaptative par la méthode de Goldenshluger-Lepski (voir par exemple
[59, 60]).
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Chapitre 4

Inégalités de transport et de
concentration pour les châınes de
Markov bifurcantes

Ce chapitre est issu de l’article [24] écrit en collaboration avec Mikael Escobar-Bach et
Arnaud Guillin. L’un des objectifs était de proposer des inégalités de concentration dans
un cadre plus général que celui du Théorème 3.3. Pour cela, nous nous appuyons sur la
théorie des inégalités de transport qui a été introduite par Marton [77, 78].

Tout d’abord, commençons par faire quelques rappels. Soit (E, d) un espace métrique
et soit µ et ν deux mesures de probabilités sur E. Pour p ≥ 1, la Lp-distance de Wasserstein
entre µ et ν est définie par

W d
p (ν, µ) = inf

(∫ ∫
d(x, y)pdπ(x, y)

)1/p

,

où l’infimum est pris sur toutes les mesures de probabilités π sur l’espace produit E × E
ayant pour distributions marginales µ et ν, appelées couplage de (µ, ν). Notons que cet
infimum est fini dès que µ et ν ont des moments finis d’ordre p. En particulier, pour la
mesure triviale d(x, y) = 1x ̸=y, 2W

d
1 (µ, ν) = ∥µ − ν∥TV désigne la norme en variation

totale de µ − ν. L’information de Kullback ou entropie relative de ν par rapport à µ est
définie par

H(ν|µ) =
{∫

log dν
dµdν, si ν ≪ µ

+∞ sinon.

Définition 4.1 (Lp-inégalité de transport). On dit qu’une mesure de probabilité µ
satisfait une Lp-inégalité de transport Tp sur (E, d), et on note µ ∈ Tp(C), s’il existe une
constante C > 0 telle que pour toute mesure de probabilité ν,

W d
p (ν, µ) ≤

√
2CH(ν|µ).
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Les caractérisations suivantes des L1-inégalités de transport sont des outils essentiels
pour obtenir des inégalités de concentrations ou pour vérifier rapidement qu’une inégalité
T1 est satisfaite.

Théorème 4.1 ([31]). La mesure µ satisfait la L1-inégalité de transport T1(C) sur (E, d)
avec une constante C > 0 si et seulement si pour toute fonction Lipschizienne F : (E, d) →
R, F est µ-intégrable et

∫

E
exp (λ (F − ⟨µ, F ⟩)) dµ ≤ exp

(
λ2

2
C∥F∥2Lip

)
, ∀λ ∈ R,

où

∥F∥Lip = sup
x ̸=y

|F (x)− F (y)|
d(x, y)

< +∞.

En particulier, on a l’inégalité de concentration

µ (F − ⟨µ, F ⟩ ≤ −t) ∨ µ (F − ⟨µ, F ⟩ ≥ t) ≤ exp

(
− t2

2C∥F∥2Lip

)
∀t ∈ R.

Théorème 4.2 ([48, 61]). µ satisfait une L1-inégalité de transport T1(C) sur (E, d) si et
seulement si il existe δ > 0 et x0 ∈ E telle que

µ
(
eδd

2(x,x0)
)
<∞,

où la constante C peut être explicite.

4.1 Inégalité de transport pour les châınes de Markov bi-
furcantes

Dans toute la suite, (Xu, u ∈ T) est une châıne de Markov bifurcante à valeurs dans
un espace métrique (S, d), de probabilité de transition P et de mesure initiale ν. Nous
désignons par Pn la loi du |Tn|-échantillon (Xu, u ∈ Tn). Pour p ≥ 1 et N ≥ 1, nous
considèrons la métrique dℓp définie sur SN par

dℓp(x, y) =

(
N∑

i=1

d(xi, yi)
p

)1/p

∀x, y ∈ SN .

L’hypothèse suivante sera appelée Hp(C).

Hypothèse 4.1 (Hp(C)). Il existe q > 0 tel que :

(a) ν ∈ Tp(C) ;

(b) P(x, ·, ·) ∈ Tp(C) sur (S2, dℓp), ∀x ∈ S ;
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(c) W
dℓp
p (P(x, ·, ·),P(x̃, ·, ·)) ≤ q d(x, x̃), ∀x, x̃ ∈ S.

Dans la suite, q sera appelé taux de contraction de la probabilité de transition P.

Remarque 4.1. Soulignons que sous Hp(C), les marginales P0 et P1 satisfont également
Tp(C). Aussi, pour q > 0 associé à Hp(C), ils existent q0, q1 ∈ (0, q) tels que, pour ι ∈ {0, 1}
et ∀x, x̃ ∈ S,

W d
p (Pι(x, ·),Pι(x̃, ·)) ≤ qι d(x, x̃).

De plus, si P admet la décomposition P(x, dy, dz) = P0(x, dy)P1(x, dz), alors q ≤ (qp0 +
qp1)

1/p.

Nous avons le résultat suivant.

Théorème 4.3. On suppose Hp(C) satisfaite pour 1 ≤ p ≤ 2 et C > 0. Alors Pn ∈ Tp (Cn)
où

Cn∝





C |Tn|2/p−1

(1−q)2
si q < 1

C exp
(
2− 2

p

)
|Tn|2/p+1 si q = 1

C |Tn|
(
exp(p−1)qp|Tn|

qp−1

)2/p
si q > 1.

Quelques idées de la preuve du Théorème 4.3. La clé pour la preuve de ce Théorème réside
dans la construction d’un couplage, “à la Marton” (voir par exemple [79, 80, 81], ou en-
core [48], section 2.4), qui prenne en compte la structure binaire du processus. Ensuite,
le reste de la preuve est une conséquence de l’additivité de l’entropie (voir par exemple
[103], Lemme 22.8) et de l’analyse. Nous renvoyons à [24], preuve du Théorème 2.3, pour
plus de détails.

Remarque 4.2. Dans le Théorème 4.3, on voit apparâıtre deux régimes avec une tran-
sition de phase autour de q = 1. Lorsque q < 1, on a un comportement classique (comme
pour les suites de variables aléatoires i.i.d.) : nous disons alors que Tp(Cn) est conduit par
la loi du processus. Lorsque q ≥ 1, le comportement n’est plus habituel. Pour q > 1, on
observe que la taille de l’échantillon joue un rôle significatif dans l’inégalité de transport
à travers le terme qp|Tn| : nous disons alors que Tp(Cn) est conduit par la généalogie. On
observe donc ici une compétition entre la loi du processus et la généalogie avec pour arbitre
le taux de contraction en distance de Wassertein de la probabilité de transition P. Ce genre
de comportement avait déjà été observé dans [23] avec comme arbitre de la compétition le
taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée.

Remarque 4.3. Comme conséquence direct des Théorèmes 4.3, 4.1 et du Lemme 2.1 de
[48], nous avons l’inégalité de concentration suivante. Soit f une fonction réelle Lipschit-
zienne définie sur (S, d). Alors sous Hp(C), pour 1 ≤ p ≤ 2 et pour tout t > 0, on a, pour
An ∈ {Gn,Tn},

P
(
|An|−1 |MAn(f)− E [MAn(f)]| > t

)
≤ 2 exp

(
− t2|An|2/p
2Cn∥f∥2Lip

)
, (4.1)
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où Cn est défini dans le Théorème 4.3. La même inégalité reste valable si f est définie sur
(S3, dℓ1), avec 4Cn à la place de 2Cn.

Notons que dans le cas p = 1, l’inégalité de concentration 4.1 est pertinente seulement
dans le cas q < 1. Ce cas correspond en particulier à une stabilité des châınes de Markov
marginales, i.e. les châınes de Markov de probabilités de transitions P0 et P1.

4.2 Inégalités de concentration gaussiennes pour les châınes
de Markov bifurcantes

L’inégalité 4.1 pose deux problèmes. Le premier c’est qu’elle est établie pour des fonc-
tionnelles centrées par rapport à la loi de l’échantillon alors que, pour les applications
statistiques par exemple, ce qui est intéressant c’est un “centrage” par rapport à la loi
invariante. L’autre problème que pose cette inégalité c’est qu’elle impose aux châınes mar-
ginales d’être stables. Mais notons que la stabilité d’une châıne de Markov bifurcante
n’impose pas que les deux châınes de Markov marginales soient stables. Le but de cette
section est donc d’étendre l’inégalité 4.1 afin de prendre en compte au mieux ces deux
“préoccupations”. Rappelons de la Remarque 4.1 que sous H1(C), on peut associer, à un
taux de contraction q > 0 de P, des taux de contraction q0 et q1 des marginales P0 et P1.
Nous faisons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 4.2. On suppose H1(C) satisfaite avec un taux de contraction q > 0 de P.
Soit q0, q1 > 0 les taux de contraction associés aux marginales P0 et P1 respectivement.
On suppose q0 + q1 < 2.

Remarque 4.4. Sous l’Hypothèse 4.2 et en utilisant la convexité de W1 (voir par exemple
[103]), nous avons

W d
1 (Q(x, ·),Q(x̃, ·)) ≤

q0 + q1
2

d (x, x̃) , ∀x, x̃,

assurant ainsi une contraction stricte de Q et par conséquent une convergence exponentielle
vers la probabilité invariante µ en distance de wassertein (dès que µ admet un moment
d’ordre 1). Plus précisément, on a

W d
1 (Q

n(x, ·), µ) ≤
(
q0 + q1

2

)n ∫
d(x, y)µ(dy).

Dans la suite, nous posons γ = (q0 + q1)/2, le taux de convergence vers l’équilibre de la
châıne marquée en distance de Wasserstein W1. Soit An ∈ {Gn,Tn}. En utilisant alors les
many-to-one formulae et la définition duale de la distance de Wassertein W1, on montre
que

∣∣E(|An|−1MAn(f))− ⟨µ, f⟩
∣∣ ≤ cn où cn =

{
cγn+1 si γ ̸= 1/2

c n
2n+1 si γ = 1/2,
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et c est une constante universelle. Ainsi, pour tout δ > cn et An ∈ {Gn,Tn}, nous avons

P
(
|An|−1MAn(f)− ⟨µ, f⟩ > δ

)
≤ P

(
|An|−1 (MAn(f)− E[MAn(f)]) > δ − cn

)
. (4.2)

Nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 4.4. Soit f une fonction lipschitzienne sur S ou sur S3. Sous l’hypothèse 4.2,
ils existent n0 ∈ N et une constante positive c dépendante de C, q et γ tels que ∀n > n0
et ∀δ > 0,

P
(
|An|−1MAn (f − ⟨µ, f⟩) > δ

)
≤





exp

(
− (δ−cn)2|An|

c ∥f∥2Lip

)
si γ2 < 1/2

exp

(
− (δ−cn)2|An|

c ∥f∥2Lip n

)
si γ2 = 1/2

exp

(
− (δ−cn)2|An|

c ∥f∥2Lip (2γ2)n

)
si 1/2 < γ2 < 1,

Remarque 4.5. Notons que le Théorème 4.4 généralise, dans un certain sens, le Théorème
3.1 de [23] (le taux d’ergodicité géométrique est remplacé ici par le taux de convergence
en distance de Wasserstein γ). Une fois de plus nous voyons apparâıtre deux régimes avec
une transition de phase autour de γ =

√
2/2. Comme nous l’avons dit précédemment, ceci

matérialise la compétition qui existe entre la loi du processus et la taille de la population
considérée.

Quelques pistes pour la preuve du Théorème 4.4. La preuve utilise la remarque suivante.
Si une variable aléatoire X satisfait, pour κ > 0, la propriété dite de concentration Gaus-
sienne :

E [exp (t (X − E [X]))] ≤ exp
(
κt2/2

)
∀t ∈ R,

alors, ∀r > 0, on

P(X − E[X] ≥ r) ≤ e−
r2

2κ .

Ainsi, grâce à (4.2), la preuve du Théorème 4.4 revient à montrer une propriété de concen-
tration Gaussienne pour |An|−1 (MAn(f)− E[MAn(f)]). Cette propriété de concentration
Gaussienne s’obtient à l’aide de la propriété de branchement (i.e. la troisième propriété
de la Définition 1.1) et d’une utilisation récursive du Lemme 2.1 de [48] et du Théorème
4.1. Nous renvoyons à [24], preuve des Propositions 3.3, 3.5 et des Corollaires 3.4 et 3.6,
pour plus de détails.

Remarque 4.6. Un exemple où peut-être appliqué la théorie précédente est le processus
NBAR (voir Définition 2.1). En effet, avec les notations de la Définition 2.1, on montre
que si :

1. les fonctions f0 et f1 sont Lipschitziennes,

2. (εu)u∈T est une suite de variables aléatoires i.i.d. gaussiennes ou bornées,
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alors l’Hypothèse 4.2 est satisfaite avec q0, q1 et q qui dépendent uniquement de ∥f0∥Lip et
∥f1∥Lip. Alors, en utilisant la décomposition (2.4) et en appliquant le Théorème 4.4, on est

capable de donner des bornes exponentielles pour les probabilités P
(
|f̂ι,n(x)− fι(x)| > δ

)
,

δ > 0 et ι ∈ {0, 1}, où les f̂ι,n(x) sont les estimateurs définis en (2.1). Toutefois, un
pareil contrôle reste insuffisant puisque l’idéal serait de pouvoir contrôler les probabilités

P
(
supx∈D |f̂ι,n(x)− fι(x)| > δ

)
. Cette dernière probabilité est difficile à traiter. Mais pour

l’avenir, des pistes que nous pourrions exploiter sont données dans les travaux de Bolley,
Guillin et Villani [32] et ceux de Fournier et Guillin [58].
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Chapitre 5

Théorème central limite pour les
châınes de Markov bifurcantes

Ce chapitre est issu des articles [19, 20, 21] écrit en collaboration avec Jean-françois
Delmas et des articles [17, 18]. Nous prouvons un théorème central limite pour les fonction-
nelles additives de châınes de Markov bifurcantes. Nous prouvons ainsi l’existence deux
régimes avec une transition de phase. Ceci confirme alors que la compétition qui existe
entre la loi du processus, représentée par le taux d’ergodicité de la châıne marquée, et
la taille de la population étudiée n’est pas une simple vue de l’esprit. Ce phénomène est
intimement lié à la structure du modèle. Nous appliquons ensuite le résultat précédent
à l’obtention d’un théorème central limite pour les estimateurs à noyau de la densité in-
variante de la châıne marquée et la densité de la probabilité de transition d’une châıne
de Markov bifurcante. Même s’il semble curieux que les différents régimes disparaissent
pour ces estimateurs, nous verrons qu’en fait il n’en est rien : le problème se déplace juste
ailleurs. Les résultats obtenus (et les techniques utilisées) dans ce chapitre sont une avancée
majeure dans la théorie des châınes de Markov bifurcantes à plusieurs titres. En premier,
ils complètent merveilleusement bien les résultats de Guyon [62]. Ensuite, ils donnent des
pistes nouvelles pour une extension des résultats obtenus aux Chapitres 1 et 2. Ils ouvrent
également la voie pour l’exploration d’autres techniques d’estimation non paramétrique
pour les modèles de Markov bifurcants.

5.1 Cadre général

Nous considérons une châıne de Markov bifurcante (Xu, u ∈ T) à valeurs dans un espace
mesurable (S, S), de probabilité de transition P et de mesure initiale ν. Nous considérons
deux cadres pour les hypothèses : le cadre ponctuelle et le cadre L2.
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5.1.1 Hypothèses pour l’approche ponctuelle

Pour un ensembl F ⊂ B(S) de fonctions à valeurs réelles, nous écrivons F 2 = {f2; f ∈
F}, F ⊗ F = {f0 ⊗ f1; f0, f1 ∈ F}, et, pour une probabilité de transition P , P (F ) =
{Pf ; f ∈ F} à condition que P agisse sur F . L’hypothèse suivante, tirée de [62], établit
les propriétés de l’espace des fonctions.

Hypothèse 5.1. Soit F ⊂ B(S) un ensemble de fonctions à valeurs réelles tel que :

(i) F est un sous espace vectoriel qui contient les constantes ;

(ii) F 2 ⊂ F ;

(iii) F ⊂ L1(ν) ;

(iv) F ⊗ F ⊂ L1(P(x, ·)) pour tout x ∈ S, et P(F ⊗ F ) ⊂ F .

La condition (iv) implique que P0(F ) ⊂ F , P1(F ) ⊂ F et Q(F ) ⊂ F , où P0, P1 et
Q désignent respectivement la première et la deuxième marginale de P, et la probabilité
de transition de la châıne marquée. Notons que si f ∈ F , même si |f | n’appartient pas
F , en utilisant les conditions (i) et (ii), nous obtenons, avec g = (1 + f2)/2, que |f | ≤ g
et g ∈ F . Typiquement, si (S, d) est un espace métrique, l’ensemble Cb(S) des fonctions
continues bornées sur S et l’ensemble des fonctions réelles de classe C1 dont les dérivées
sont à croissance polynomiale vérifient l’Hypothèse 5.1.

En suivant toujours [62], nous considérons les propriétés d’ergodicité ponctuelles sui-
vantes pour Q.

Hypothèse 5.2. Il existe une mesure de probabilité µ sur (S,S ) telle que F ⊂ L1(µ) et
pour tout f ∈ F , on a la convergence ponctuelle limn→∞ Qnf = ⟨µ, f⟩ et il existe g ∈ F
avec :

|Qn(f)| ≤ g ∀n ∈ N. (5.1)

Hypothèse 5.3. Il existe une mesure de probabilité µ sur (S,S ) telle que F ⊂ L1(µ), et
α ∈ (0, 1) tel que pour tout f ∈ F , il existe g ∈ F tel que :

|Qnf − ⟨µ, f⟩| ≤ αng ∀n ∈ N. (5.2)

Une suite f = (fℓ, ℓ ∈ N) d’éléments de F satisfait uniformément (5.1) et (5.2) s’il
existe g ∈ F telle que :

|Qn(fℓ)| ≤ g and |Qnfℓ − ⟨µ, fℓ⟩| ≤ αng ∀n, ℓ ∈ N. (5.3)

Ceci entraine en particulier que |fℓ| ≤ g et |⟨µ, fℓ⟩| ≤ ⟨µ, g⟩. Notons que (5.3) est par
exemple vérifié si f a un nombre fini d’éléments satisfaisant (5.1) et (5.2).

Exemple 5.1. Soit (S, d) un espace métrique, et Y une châıne de Markov uniformément
géométriquement ergodique i.e. il existe α ∈ (0, 1) et une constante finie C telle que pour
tout x ∈ S :

∥Qn(x, ·)− µ∥TV ≤ Cαn, (5.4)
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où, pour une mesure signée finie π sur (S,BS), sa norme en variation totale est définie
par ∥π∥TV = supf∈B(S), ∥f∥∞≤1 |⟨π, f⟩|. Alors, en prenant F = Cb(S), on obtient que les
propriétés (i-iii) de l’Hypothèse 5.1 et l’Hypothèse 5.3 sont satisfaites. En particulier, (5.4)
implique que (5.2) est satisfaite avec g = C ∥f ∥∞.

Nous considèrons la propriété, plus forte, suivante basée sur le second trou spectral de
l’opérateur Q.

Hypothèse 5.4. Ils existent une mesure de probabilité µ sur (S,S ) telle que F ⊂ L1(µ),
α ∈ (0, 1), un ensemble d’indices non vide J , des valeurs propres complexes distinctes
{αj , j ∈ J} de l’opérateur Q avec |αj | = α, des projections complexes non nulles {Rj , j ∈
J} définies sur CF , le C-espace vectoriel engendré par F , tel que Rj ◦ Rj′ = Rj′ ◦ Rj = 0
pour tout j ̸= j′ (de sorte

∑
j∈J Rj est aussi une projection définie sur CF ) et une suite de

nombres positifs (βn, n ∈ N) convergeant vers 0, tels que pour tout f ∈ F , il existe g ∈ F
et, avec θj = αj/α :

∣∣∣Qn(f)− ⟨µ, f⟩ − αn
∑

j∈J
θnj Rj(f)

∣∣∣ ≤ βnα
ng ∀n ∈ N. (5.5)

Sans perte de généralité, nous supposerons que le suite (βn, n ∈ N) dans l’Hypothèse
5.4 est décroissante et bornée supérieurement par 1.

Remarque 5.1. Dans [62], seuls les Hypothèses 5.1 et 5.2 sont considérées. Si F contient
un ensemble A de fonctions bornées qui séparent (dans le sens où deux mesures de pro-
babilités qui cöıncident sur A sont égales), alors les Hypothèses 5.1 et 5.2 impliquent en
particulier que µ est l’unique mesure invariante de Q. Notons que l’Hypothèse d’ergodicité
géométrique 5.3 implique l’Hypothèse 5.2, et que l’Hypothèse 5.4 implique l’Hypothèse 5.3
(avec le même α mais une fonction g qui peut-être différente).

Exemple 5.2. Nous considèrons le modèle BAR défini en (1.3) où nous supposons que
(εv, v ∈ T) est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées de loi normale N(0, σ2) avec
σ > 0. Soit G une variable aléatoire de loi normale standard N(0, 1). Alors la probabilité
de transition Q de la châıne marquée vérifie

Qnf(x) = E
[
f
(
anx+

√
1− a2nσaG

)]
, (5.6)

où σa = σ(1 − a2)−1/2. La probabilité de transition Q admet une unique mesure de pro-
babilité invariante µ, qui est la Gaussienne N(0, σ2a). L’opérateur Q (sur L2(µ)) est un
opérateur intégral de Hilbert-Schmidt symétrique dont les valeurs propres, de multiplicité
algébrique 1, sont données par σp(Q) = (an, n ∈ N) et les fonctions propres correspon-
dantes (ḡn(x), n ∈ N) sont définies pour n ∈ N par ḡn(x) = gn

(
σ−1
a x

)
, où gn est le

polynôme de Hermite de degré n. E particulier, on a ḡ0 = 1 et ḡ1(x) = σ−1
a x. Soit R la
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projection orthogonale sur l’espace vectoriel engendré par ḡ1, i.e. Rf = ⟨µ, f ḡ1⟩ ḡ1 ou de
manière équivalente, pour x ∈ R :

Rf(x) = σ−1
a xE [Gf(σaG)] . (5.7)

Nous considèrons F , l’ensemble des fonctions f ∈ C2(R) telles que f, f ′ et f ′′ sont à
croissance au plus polynomial. Supposons que F ⊂ L1(ν). Alors, F satisfait l’Hypothèse
5.1. On a aussi que F ⊂ L1(µ). On vérifie également que l’Hypothèse 5.4 est satisfaite
avec J = {j0}, αj0 = α = |a|, βn = |a|n et Rj0 = R. De même, les Hypothèses 5.2 et 5.3
sont satisfaites.

5.1.2 Hypothèses pour l’approche L2

Hypothèse 5.5. Il existe une mesure de probabilité invariante µ pour la probabilité de
transition Q.

(i) Il existe une constante M telle que pour tout f, g, h ∈ L2(µ) :

∥P(Qf ⊗sym Qg)∥L2(µ) ≤M ∥f ∥L2(µ) ∥g∥L2(µ),

∥P (P(Qf ⊗sym Qg)⊗sym Qh)∥L2(µ) ≤M ∥f ∥L2(µ) ∥g∥L2(µ) ∥h∥L2(µ),

∥P(f ⊗sym Qg)∥L2(µ) ≤M ∥f ∥L4(µ) ∥g∥L2(µ) .

(ii) Il existe k0 ∈ N, tel que la mesure de probabilité νQk0 a une densité bornée, noté ν0,
par rapport à µ. C’est-à-dire :

νQk0(dy) = ν0(y)µ(dy) et ∥ν0 ∥∞ < +∞.

La propriéré suivante garantit que Q converge exponentiellement dans L2(µ).

Hypothèse 5.6. La probabilité de transition Q a une unique mesure de probabilité inva-
riante µ. De plus, il existe α ∈ (0, 1) et M fini tel que pour tout f ∈ L2(µ) :

∥Qnf − ⟨µ, f⟩∥L2(µ) ≤Mαn ∥f ∥L2(µ) pour tout n ∈ N.

L’hypothèse suivante est une version plus forte de l’Hypothèse 5.6 utilisant le second
trou spectral.

Hypothèse 5.7. La probabilité de transition Q a une unique mesure de probabilité inva-
riante µ, et ils existent α ∈ (0, 1), un ensemble d’indices J non vide, des valeurs propres
complexes distinctes {αj , j ∈ J} de l’opérateur Q avec |αj | = α, des projections complexes
non nulles {Rj , j ∈ J} définies sur CL2(µ), le C-espace vectoriel engendré par L2(µ),
telles que Rj ◦Rj′ = Rj′ ◦Rj = 0 pour tout j ̸= j′ (de sorte que

∑
j∈J Rj est aussi une pro-

jection définie sur CL2(µ)) et une suite de nombre réels positifs (βn, n ∈ N) convergente
vers 0 telle que pour tout f ∈ L2(µ), avec θj = αj/α :

∥Qnf − ⟨µ, f⟩ − αn
∑

j∈J
θnj Rj(f)∥L2(µ) ≤ βnα

n∥f∥L2(µ) ∀n ∈ N. (5.8)
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Remarque 5.2.

1. Comme dans le cadre ponctuelle, on montre que le modèle BAR défini en (1.3) vérifie
les Hypothèses 5.5, 5.6 et 5.7.

2. Soulignons que les Hypothèses 5.6 et 5.7 de l’approche L2 sont les équivalentes des
Hypothèses 5.3 et 5.4 de l’approche ponctuelle. L’hypothèse structurelle 5.1 de l’ap-
proche ponctuelle est remplacée dans l’approche L2 par l’Hypothèse 5.5.

Remarque 5.3. Dans les Hypothèses 5.4 et 5.7, si les projections de f sur les espaces
propres associés aux valeurs propres αj sont nulles, i.e. Rj(f) = 0 pour tout j ∈ J ,
alors dans ce cas, on utilise le troisième trou spectral et ainsi de suite. En fait l’idée est,
à partir de la deuxième famille de valeurs propres en terme de module, de chercher la
première pour laquelle l’une des projections de f sur l’un des espaces propres associés est
non nulle. Notons que c’est une idée qui a déjà été développée dans le cas des processus
de Markov branchants à temps continu et des superprocessus par Ren, Song et Zhang
[90, 91, 92, 93, 94]. Leurs résultats reposent sur des hypothèses fortes sur le générateur
infinitésimal du processus. Dans notre cas, cela reviendrait à supposer que la transition Q

est un opérateur compact de L2 et par conséquent que son spectre est entièrement connu.
Une pareille hypothèse est évidemment plus forte que les Hypothèses 5.4 et 5.7.

5.1.3 Quelques notations

Nous terminons cette section avec quelques notations. Pour f ∈ L1(µ), nous posons

f̃ = f − ⟨µ, f⟩
Soit f = (fℓ, ℓ ∈ N) une suite d’éléments de L1(µ). Nous posons

Nn,∅(f) = |Gn|−1/2
n∑

ℓ=0

MGn−ℓ
(f̃ℓ). (5.9)

Remarque 5.4. Nous considérerons en particulier les suites f suivantes. Soit f ∈ L1(µ).
Si f0 = f et fℓ = 0 pour tout ℓ ∈ N∗, nous écrirons

f0 = (f, 0, . . .), (5.10)

et nous obtenons :
Nn,∅(f0) = |Gn|−1/2MGn(f̃).

Si fℓ = f pour tout ℓ ∈ N, alors on écrirons

f = (f, f, . . .), (5.11)

et nous obtenons, puisque |Tn| = 2n+1 − 1 et |Gn| = 2n :

Nn,∅(f) = |Gn|−1/2MTn(f̃) =
√
2− 2−n |Tn|−1/2MTn(f̃).

Ainsi, à partir des résultats pour Nn,∅(f), nous pourrons facilement déduire des résultats
pour les sommes MTn(f) et MGn(f).
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5.2 Les principaux résultats

À présent que nous avons fixé le cadre, nous pouvons énoncer les principaux résultats
pour les fonctions appartenant à B(S). Nous rappellons les sommes définies en (1.1). Il
existe trois cas, fonction du paramètre d’ergodicité géométrique α.

5.2.1 Cas sous-critique : 2α2 < 1

Pour une suite f = (fℓ, ℓ ∈ N) deB(S), lorsqu’elles sont bien définies, nous considérerons
les quantités suivantes.

Σsub(f) = Σsub
1 (f) + 2Σsub

2 (f), (5.12)

où :

Σsub
1 (f) =

∑

ℓ≥0

2−ℓ ⟨µ, f̃2ℓ ⟩+
∑

ℓ≥0, k≥0

2k−ℓ ⟨µ,P
(
(Qkf̃ℓ)⊗2

)
⟩,

Σsub
2 (f) =

∑

0≤ℓ<k<∞
2−ℓ⟨µ, f̃kQk−ℓf̃ℓ⟩+

∑

0≤ℓ<k<∞
r≥0

2r−ℓ⟨µ,P
(
Qrf̃k ⊗sym Qk−ℓ+rf̃ℓ

)
⟩.

Alors, nous avons le résultat suivant.

Théorème 5.1. Soit X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de distribution initiale ν. Soit f = (fℓ, ℓ ∈ N) une suite de B(S).

— Dans le cadre ponctuel, on suppose que les Hypothèses 5.1 et 5.3 sont satisfaites
avec α ∈ (0, 1/

√
2) et que la suite f est une suite de F satisfaisant uniformément

l’Hypothèse 5.3, i.e. (5.3) pour un g ∈ F .

— Dans le cadre L2, on suppose que les Hypothèses 5.5 et 5.6 sont satisfaites avec
α ∈ (0, 1/

√
2) et que la suite f est bornée dans L4(µ), i.e. supℓ∈N ∥fℓ ∥L4(µ) < +∞.

Alors on a la convergence en loi suivante :

Nn,∅(f)
(d)−−−−−→

n→+∞
G,

où G est une variable aléatoire Gaussienne centrée de variance Σsub(f) définie en (5.12),
qui est bien définie et finie.

En considérant les suites définies en (5.10) et (5.11), nous obtenons aisément le corol-
laire suivant.

Corollaire 5.1. Soit f ∈ B(S) et X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de
transition P et de distribution initiale ν telles que, avec α ∈ (0, 1/

√
2), soit les Hypothèses

5.1 et 5.3 sont satisfaites et f ∈ F , ou alors les Hypthèses 5.5 et 5.6 sont satisfaites et
f ∈ L4(µ). Alors, on a les convergences en loi suivantes :

|Gn|−1/2MGn(f̃)
(d)−−−−−→

n→+∞
G1 et |Tn|−1/2MTn(f̃)

(d)−−−−−→
n→+∞

G2,

51



où G1 et G2 sont des variables aléatoires Gaussiennes centrées de variances respectives
Σsub
G (f) et Σsub

T (f) définies par

Σsub
G (f) = ⟨µ, f̃2⟩+

∑

k≥0

2k ⟨µ,P
(
Qkf̃⊗2

)
⟩ et Σsub

T (f) = Σsub
G (f) + 2Σsub

T,2 (f), (5.13)

avec
Σsub
T,2 (f) =

∑

k≥1

⟨µ, f̃Qkf̃⟩+
∑

k≥1
r≥0

2r⟨µ,P
(
Qrf̃ ⊗sym Qr+kf̃

)
⟩.

Aperçu rapide de la preuve du Théorème 5.1 (voir [20], Section 4, et [19], Section 5, pour plus de détails).
Soit (pn, n ∈ N) une suite décroissante d’éléments de N∗ telle que, pour tout λ > 0 :

pn < n, lim
n→∞

pn/n = 1 et lim
n→∞

n− pn − λ log(n) = +∞.

Rappellons l’ordre lexicographique sur T, “≤”, défini au Chapitre 1. Pour i ∈ T, nous
définissons la σ-algèbre

Fi = {Xu;u ∈ T tel que u ≤ i}.
Par construction, on Fi ⊂ Fj dès que i ≤ j. Nous définissons pour n ∈ N, i ∈ Gn−pn et
f = (fℓ, ℓ ∈ N) les incréments de martingale

∆n,i(f) = Nn,i(f)− E [Nn,i(f)|Fi] et ∆n(f) =
∑

i∈Gn−pn

∆n,i(f), (5.14)

où

Nn,i(f) = |Gn|−1/2
pn∑

ℓ=0

MiGpn−ℓ
(f̃ℓ).

Alors, en utilisant la propriété de branchement, on obtient la décomposition

Nn,∅(f) = ∆n(f) +R0(n) +R1(n), (5.15)

où ∆n(f) est défini en (5.14),

R0(n) = |Gn|−1/2
n−pn−1∑

k=0

MGk
(f̃n−k) et R1(n) =

∑

i∈Gn−pn

E [Nn,i(f)|Fi] . (5.16)

On montre premièrement que R0(n) et R1(n), définis en (5.16), convergent en probabilité
vers 0. Ensuite, on termine la preuve du Théorème 5.1 en montrant un théorème central
limite pour ∆n(f). Pour cela, on utilise le théorème central limite pour les martingales.
Les preuves des convergences en probabilités utilisent de façon intensive les many-to-one
formulae et le contrôle des moments d’ordre 1, 2 et 4.
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5.2.2 Cas critique : 2α2 = 1

Soit J l’ensemble des indices mentionné dans les Hypothèses 5.4 et 5.7. Pour j ∈ J ,
nous désignons par Rj la projection sur l’espace propre associé à αj avec αj = θjα, |θj | = 1.
Puisque Q est un opérateur réel, on obtient que si αj est une valeur propre non réelle, alors
son conjugué αj est également une valeur propore. Nous désignerons par Rj la projection
associée à αj . Pour toute fonction f ∈ B(S), si ces quantités sont bien définies, nous
posons

f̂ = f̃ −
∑

j∈J
Rj(f) avec f̃ = f − ⟨µ, f⟩.

Pour une suite f = (fℓ, ℓ ∈ N) de B(S), quand elles sont bien définies, nous considérons les
quantités :

Σcrit(f) = Σcrit
1 (f) + 2Σcrit

2 (f), (5.17)

où :

Σcrit
1 (f) =

∑

k≥0

2−k⟨µ,Pf∗k,k⟩ =
∑

k≥0

2−k
∑

j∈J
⟨µ,P(Rj(fk)⊗sym Rj(fk))⟩,

Σcrit
2 (f) =

∑

0≤ℓ<k

2−(k+ℓ)/2⟨µ,Pf∗k,ℓ⟩,

avec, pour k, ℓ ∈ N :

f∗k,ℓ =
∑

j∈J
θℓ−k
j Rj(fk)⊗sym Rj(fℓ).

Remarque 5.5. Nous dirons qu’une suite f = (fℓ, ℓ ∈ N) de F satisfait uniformément
l’Hypothèse 5.4 s’il existe g ∈ F tel que :

|Qn(fℓ)| ≤ g, |Qn(f̃ℓ)| ≤ αng et |Qn(f̂ℓ)| ≤ βn α
ng ∀n, ℓ ∈ N. (5.18)

Théorème 5.2. Soit X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de distribution initiale ν. Soit f = (fℓ, ℓ ∈ N) une suite de B(S).

— Dans le cadre ponctuel, on suppose que les Hypothèses 5.1 et 5.4 sont satisfaites avec
α = 1/

√
2 et que la suite f est une suite de F satisfaisant uniformément l’Hypothèse

5.4, i.e. (5.18) pour un g ∈ F .

— Dans le cadre L2, on suppose que les Hypothèses 5.5 (avec k0 ∈ N), 5.6 et 5.7 sont sa-
tisfaites avec α = 1/

√
2 et que la suite f est bornée dans L4(µ), i.e. supℓ∈N ∥fℓ ∥L4(µ) <

+∞.

Alors on a la convergence en loi suivante :

n−1/2Nn,∅(f)
(d)−−−−−→

n→+∞
G,

où G est une variable aléatoire Gaussienne centrée de variance Σcrit(f) définie en (5.17),
qui est bien définie et finie.
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Les grandes lignes de la preuve du Théorème 5.2 sont les mêmes que celles du Théorème
5.1. Nous renvoyons à [20], Section 5 pour plus de détails. Pour une fonction f ∈ B(S),
nous posons

Σcrit
G (f) =

∑

j∈J
⟨µ,P(Rj(f)⊗sym Rj(f))⟩ et Σcrit

T (f) = Σcrit
G (f) + 2Σcrit

T,2 (f), (5.19)

où

Σcrit
T,2 (f) =

∑

j∈J

1√
2 θj − 1

⟨µ,P(Rj(f)⊗sym Rj(f))⟩.

Alors, en considérant les suites définies en (5.10) et (5.11), nous obtenons aisément le
corollaire suivant.

Corollaire 5.2. Soit f ∈ B(S) et X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de
transition P et de distribution initiale ν telles que, avec α = 1/

√
2, soit les Hypothèses

5.1 et 5.4 sont satisfaites et f ∈ F , soit les Hypthèses 5.5 (avec k0 ∈ N), 5.6 et 5.7 sont
satisfaites et f ∈ L4(µ). Alors, on a les convergences en loi suivantes :

(n|Gn|)−1/2MGn(f̃)
(d)−−−→

n→∞
G1, et (n|Tn|)−1/2MTn(f̃)

(d)−−−→
n→∞

G2,

où G1 et G2 sont des variables aléatoires Gaussiennes centrées de variances respectives
Σcrit
G (f) et Σcrit

T (f) qui sont bien définies et finies.

5.2.3 Cas sur-critique : 2α2 > 1

Nous allons travailler dans le cadre suivant.

— Pour l’approche ponctuelle, nous faisons les Hypothèses 5.1 et 5.4 avec α ∈ (1/
√
2, 1)

dans (5.5).

— Pour l’approche L2, nous faisons l’Hypothèse 5.5 (ii) et l’Hypothèse 5.7 avec α ∈
(1/

√
2, 1) dans (5.8).

Nous considèrons la filtration H = (Hn, n ∈ N) définie par Hn = σ(Xi, i ∈ Tn). Nous
rappelons l’ensemble J et les projections Rj définies dans les Hypothèses 5.4 et 5.7. Nous
avons le lemme suivant.

Lemme 5.1. Pour tout j ∈ J et pour f ∈ F ou f ∈ L2(µ) (selon qu’on est dans l’approche
ponctuelle ou l’approche L2), la suite Mj(f) = (Mn,j(f), n ∈ N), avec

Mn,j(f) = (2αj)
−nMGn(Rj(f)),

est une H-martingale qui converge presque sûrement et dans L2 vers une variable aléatoire
que nous notons M∞,j(f).
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Idées de la preuve. La preuve du Lemme 5.1 utilise la décomposition suivante :

MGn(f) =
∑

u∈Gn−1

(f(Xu0) + f(Xu1)), ∀f ∈ B(S),

la propriété de branchement, les many-to-one formulae et le théorème de convergence des
martingales.

Théorème 5.3. Soit X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de distribution initiale ν. Soit f = (fℓ, ℓ ∈ N) une suite de B(S) telle que :

— dans le cadre ponctuel, la suite f est une suite de F satisfaisant uniformément l’Hy-
pothèse 5.4 ;

— dans le cadre L2, la suite f est bornée dans L8(µ).

Alors, on a la convergence en probabilité suivante

(2α2)−n/2Nn,∅(f)−
∑

ℓ∈N
(2α)−ℓ

∑

j∈J
θn−ℓ
j M∞,j(fℓ)

P−−−→
n→∞

0.

Idées principales de la preuve (pour plus de détails, voir [20], Section 6). Soit (p̂n, n ∈ N)
une suite de nombres pairs telle que (pour n ≥ 3) :

5n

6
< p̂n < n, lim

n→∞
(n− p̂n) = ∞ et lim

n→∞
α−(n−p̂n)βp̂n/2 = 0.

La preuve repose principalement sur la décomposition suivante

Nn,∅(f) = R0(n) +R4(n) + T (1)
n (f) + T (2)

n (f),

où, avec les notations (5.15) et (5.16),

R0(n) = |Gn|−1/2
n−p̂n−1∑

k=0

MGk
(f̃n−k),

T (1)
n (f) = |Gn|−1/2

∑

i∈Gn−p̂n

p̂n∑

ℓ=0

2p̂n−ℓ
(
Qp̂n−ℓ(f̂ℓ)

)
(Xi),

T (2)
n (f) = |Gn|−1/2

∑

i∈Gn−p̂n

p̂n∑

ℓ=0

2p̂n−ℓαp̂n−ℓ
∑

j∈J
θp̂n−ℓ
j Rj(fℓ)(Xi),

R4(n) =
∑

i∈Gn−p̂n

(Nn,i(f)− E[Nn,i(f)|Hn−p̂n ]) .

On montre premièrement que R0(n), R4(n) et T
(1)
n (f) convergent en probabilité vers 0. On

termine ensuite la preuve en montrant que

(2α2)−n/2T (2)
n (f)−

∑

ℓ∈N
(2α)−ℓ

∑

j∈J
θn−ℓ
j M∞,j(fℓ)

P−−−→
n→∞

0.
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La preuve de ces convergences utilisent principalement le contrôle des moments d’ordre 1
et 2 à travers les many-to-one formulae.

Comme conséquence direct du Théorème 5.3, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 5.3. Soit f ∈ F ou f ∈ L8(µ), selon qu’on travaille avec l’approche ponctuelle
ou l’approche L2, et soit X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de transition
P et de distribution initiale ν. On suppose que α est l’unique valeur propre de module α
(et par conséquent, J est réduit à un singleton {j0}). Alors on a

(2α)−nMGn(f̃)
P−−−→

n→∞
M∞,j0(f) and (2α)−nMTn(f̃)

P−−−→
n→∞

2α

2α− 1
M∞,j0(f),

où M∞,j0(f) est la variable aléatoire définie dans le Lemme 5.1.

Remarque 5.6. Dans le cas sur-critique, nous n’avons pas un théorème central limite au
sens classique. Ceci est dû au fait que le centrage et la normalisation ne sont pas adaptés
dans ce cas. Obtenir le “bon” théorème central limite dans le cas sur-critique fait partie
de nos objectifs pour l’avenir.

5.3 Extention au processus mère-filles

SoitX une châıne de Markov bifurcante de probabilité de transition P et de distribution
initiale ν. Dans cette section, nous nous plaçons exclusivement dans le cadre ponctuel. En
particulier, nous rappelons que µ est la mésure de probabilité invariante de Q, la probabilité
de transition de la châıne de Markov bifurcante X. Nous considèrons le processus mère-
filles X△ = (X△

u , u ∈ T) défini à la Section 1.1.4. En se rapellant de (1.1) et des notations
de la Section 1.1.4, pour une suite f = (fℓ, ℓ ∈ N) d’éléments de B(S3), nous posons

Nn,∅(f) = |Gn|−1/2
n∑

ℓ=0

MGn−ℓ
(f̃ℓ), (5.20)

où nous avons posé f̃ℓ = fℓ−⟨µ△, fℓ⟩ = fℓ−⟨µ,Pfℓ⟩. Alors, en utilisant le caractère “Mar-
kovien bifurcant” de X△ et les résultats de la Section précédente, nous sommes capables
d’établir les résultats suivants.

5.3.1 Cas sous critique : 2α2 < 1

Théorème 5.4. On suppose les Hypothèses 5.1 et 5.3 satisfaite avec α ∈ (0, 1/
√
2). Pour

toute suite f = (fℓ, ℓ ∈ N) d’éléments de B(S3) telle que (Pfℓ, ℓ ∈ N), (Pf2ℓ , ℓ ∈ N) et
(Pf4ℓ , ℓ ∈ N) existent et sont des suites d’éléments de F qui satisfont (5.3) pour un g ∈ F ,
on a la convergence en loi suivante

Nn,∅(f)
(d)−−−−−→

n→+∞
G,
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où G est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance Σ△,sub(f) définie par

Σ△,sub(f) = Σ△,sub
1 (f) + 2Σ△,sub

2 (f),

avec Σ△,sub
1 (f) et Σ△,sub

2 (f) définies par :

Σ△,sub
1 (f) =

+∞∑

ℓ=0

2−ℓ⟨µ,P((f̃ℓ)2)⟩+
∑

ℓ≥0,k≥0

2k−ℓ⟨µ,P(Qk(Pf̃ℓ)⊗ Qk(Pf̃ℓ)),

et
Σ△,sub
2 (f) = Σ△,sub

2,1 (f) + Σ△,sub
2,2 (f),

avec
Σ△,sub
2,1 (f) =

∑

0≤ℓ<k

2−ℓ−1⟨µ,P(f̃k(Qk−ℓ−1P(f̃ℓ)⊕ Qk−ℓ−1P(f̃ℓ)))⟩,

Σ△,sub
2,2 (f) =

∑

0≤ℓ<k
r≥0

2r−ℓ⟨µ,P(Qr(P(f̃k))⊗sym Qr+k−ℓ(P(f̃ℓ)))⟩.

Idée principale de la preuve. On applique le Théorème 5.1 à la châıne de Markov bifur-
cante X△.

Remarque 5.7.

1. Une conséquence du Théorème 5.4 est que si f ∈ B(S3) est telle que P(f), P(f2) et
P(f4) existent et appartiennent à F , alors MGn(f −Pf) et MGn(Pf) sont asympto-
tiquement indépendantes, ce qui n’est pas le cas pour MTn(f − Pf) et MTn(Pf), et
pour MGn(f − Pf) et MGn(f).

2. Dans le cas spécial où la suite (fℓ, ℓ ∈ N) est telle que Pfℓ = 0 pour tout ℓ ∈ N, on
a la convergence en loi suivante pour tout α ∈ (0, 1) :

Nn,∅(f)
(d)−−−→

n→∞
G, (5.21)

où G est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance Σ(f) définie par

Σ(f) =
∞∑

ℓ=0

2−ℓ⟨µ,Pf2ℓ ⟩.

On peut observer dans ce cas spécial que la variance asymptotique ne dépend pas du
taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée. Ceci à pour conséquence la dispa-
rition des trois régimes de convergence de la Section précédente. Nous généralisons
ainsi les les résultats de Guyon [62] et les résultats de Delmas et Marsalle [44].
On retrouve en particulier que si f1, . . . , fd sont des éléments de B(S3) tels que
Pfℓ = 0 et P(f2ℓ ) ∈ F pour tout ℓ ∈ {1, · · · , d}, alors les variables aléatoires
|Gn|−1/2MGn−ℓ−1

(fℓ), ℓ ∈ {1, . . . , d}, sont asymptotiquement indépendantes.
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5.3.2 Les cas critique et sur-critique : 2α2 = 1 et 2α2 > 1.

Dans le cas où les fonctions ne sont pas centrées par rapport à P, on voit apparâıtre
de nouveau les différents régimes de convergence. Soit f = {fℓ, ℓ ∈ N} une suite de B(S3).
Nous rappelons l’ensemble J , les nombres complexes θj et les projections Rj , j ∈ J , définies
dans l’Hypothèse 5.4. Pour k, ℓ ∈ N, nous introduisons la notation suivante :

Pf∗k,ℓ =
∑

j∈J
θℓ−k
j Rj(Pfk)⊗sym Rj(Pfℓ).

Alors nous avons le résultat de convergence qui suit.

Théorème 5.5. Soit f = (fℓ, ℓ ∈ N) une suite d’éléments de B(S3) telle que les suites
(Pfℓ, ℓ ∈ N), (Pf2ℓ , ℓ ∈ N) et (Pf4ℓ , ℓ ∈ N) sont des suites d’éléments de F qui satisfont
(5.18) pour un g ∈ F .

1. Si les Hypothèses 5.1 et 5.4 sont satisfaites avec α = 1/
√
2, alors on a

n−1/2Nn,∅(f)
(d)−−−→

n→∞
G,

où G est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée de variance Σ△,crit(f) définie
par

Σ△,crit(f) = Σ△,crit
1 (f) + 2Σ△,crit

2 (f),

où

Σ△,crit
1 (f) =

+∞∑

ℓ=0

2−ℓ⟨µ,P(Pf∗ℓ,ℓ)⟩ et Σ△,crit
2 (f△) =

∑

0≤ℓ<k

2−(k+ℓ)/2⟨µ,P(Pf∗k,ℓ)⟩.

2. Si les Hypothèses 5.1 et 5.4 sont satisfaites avec α > 1/
√
2, alors on a

(2α2)−n/2Nn,∅(f)−
∑

ℓ∈N
(2α)−ℓ

∑

j∈J
θn−ℓ
j M∞,j(P(fℓ))

P−−−→
n→∞

0,

où les M∞,j(P(fℓ) sont définies dans le Lemme 5.1.

Idées principales de la preuve. La preuve utilise la décomposition suivante. Soit (sn, n ∈
N) une suite de nombre réels convergeant vers 0 :

snNn,∅(f) = sn|Gn|−1/2
n∑

ℓ=0

MGn−ℓ
(fℓ − Pfℓ) + sn|Gn|−1/2

n∑

ℓ=0

MGn−ℓ
(Pfℓ − ⟨µ,Pfℓ⟩),

Le premier terme du membre de droite converge en probabilité vers 0 grâce à (5.21) et le
second terme permet d’obtenir le résultat du Théorème 5.5 grâce aux Théorèmes 5.2 et
5.3.
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Remarque 5.8. Comme pour les théorèmes 5.2 et 5.3, la vitesse de convergence dans
le Théorème 5.5 est plus rapide que celles des résultats donnés dans [44, 62]. En effet,
comme nous allons l’observer dans les illustrations numériques, dans le cas sur-critique,
cette vitesse est une fonction croissante du taux d’ergodicité géométrique. Une fois de plus,
pour une fonction f ∈ B(S3) telle que P(f) ̸= 0, si toutes les projections de Pf sur les
sous espaces propres associés aux valeurs propres {αj , j ∈ J} (voir Hypothèse 5.4) sont
nulles, alors on fait des projections dans la famille des sous espaces propres suivantes,
i.e. les sous espaces propres associés à la famille des valeurs propres dont le module suit
directement celui des αj.

5.3.3 Illustration numérique

Le but de cette Section est d’illustrer l’impact du taux d’ergodicité géométrique de la
châıne marquée sur la convergence en loi des fonctionnelles de châınes de Markov bifur-
cantes. Nous considérons le processus BAR symétrique défini en (1.3) avec a = α. Nous
rappelons que α est une valeur propre de multiplicité 1 et l’expression de la projection
orthogonale sur le sous espace propre associé à α est donnée dans (5.7). Afin d’illus-
trer l’effet du taux d’ergodicité géométrique sur les fluctuations, nous allons représenter,
pour An ∈ {Gn,Tn} et pour une fonction f , la pente bα,n, de la droite de régression
de log(Var(|An|−1MAn(f))) en log(|An|), en fonction du taux d’ergodicité géométrique
α. Pour les processus classiques (par exemple les variables aléatoires i.i.d.), les points
sont situés autour de la droite horizontale y = −1. Dans notre cas et pour n assez
grand, en conséquence des Corollaires 5.1, 5.2 et 5.3, la pente théorique espérée est
bα,n ∼ h1(α) = log(α2 ∨ 2−1)/ log(2) si la projection de f sur le sous espace propre
associé à α est non nulle. Par contre, dans le cas où la fonction f appartient au noyau de
l’opérateur Q définie en (5.6), on observe que cette pente n’est plus la bonne : il faut alors
projeter f dans le sous espace propre qui suit.

Nous allons considérer les fonctions f définies sur R par f(x) = xp, pour p ∈ {1, . . . , 4}
et les fonctions f1 et f2 définies sur R3 par f1(x, y, z) = x2y et f2(x, y, z) = xz. Comme
on peut l’observer, la pente bα,n est une fonction croissante de α. On peut aussi observer
que les courbes présentent deux tendances avec une transition de phase :

— autour de α = 1/
√
2 pour f(x) = xp (avec p ∈ {1, 3}) et pour f1 ;

— autour de α2 = 1/
√
2 pour f(x) = xp (avec {p ∈ {2, 4}}) et pour f2.

Les différentes courbes ont des comportements standards pour α < 1/
√
2 (dans le cas

f(x) = xp (avec p ∈ {1, 3}) et f1) ou pour α2 < 1/
√
2 (dans le cas f(x) = xp (avec

{p ∈ {2, 4}}) et f2) et un comportement non standard au-delà des seuils 1/
√
2 ou 1/21/4

suivant les cas. Pour le cas p ∈ {2, 4} et f2, la bonne normalisation est (2α4)−n/2. Ceci
est dû au fait que pour ce cas, nous projetons les fonctions dans le sous espace propre
associé à la valeur propre α2, puisque les projections de ces fonctions dans le deuxième
sous espace propre sont nulles, ce qui intuitivement permet de dire que la pente théorique
est la fonction h2 définie par h2(α) = log(α4 ∨ 2−1)/ log(2).
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Figure 5.1 – Courbe de la pente bα,n de la droite de régression de log(Var(|An|−1MAn(f)))
en log(|An|) en fonction du taux d’ergodicité géométrique α, pour n = 15, An ∈ {Gn,Tn}
et f(x) = xp avec p ∈ {1, 3}. Dans ce cas, on a R(f) ̸= 0, où R est le projecteur définie en
(5.7). On peut voir que la courbe empirique (en noir) est proche de la courbe théorique
attendue (en rouge) de la fonction h1(α) = log(α2 ∨ 2−1)/ log(2) pour α ∈ (0, 1).
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Figure 5.2 – Courbe de la pente bα,n de la droite de régression de log(Var(|An|−1MAn(f)))
en log(|An|) en fonction du taux d’ergodicité géométrique α, pour n = 15, An ∈ {Gn,Tn}
et f(x) = xp avec p ∈ {2, 4}. Dans ce cas, R(f) = 0, où R est le projecteur défini en
(5.7). On peut observer que la courbe empirique (en noir) n’est plus proche de la courbe
de la fonction h1(α) = log(α2 ∨ 2−1)/ log(2) pour 2α2 > 1 (ligne pointillée en rouge) ; par
contre elle proche de la courbe (en bleue) de la fonction h2(α) = log(α4∨2−1)/ log(2) pour
α ∈ (0, 1).
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Figure 5.3 – Courbe (en noir) de la pente bα,n de la droite de régression de
log(Var(|An|−1MAn(f))) en log(|An|) en fonction du taux d’ergodicité géométrique α,
pour n = 14, An ∈ {Gn,Tn} et f1(x, y, z) = x2y, f2(x, y, z) = xy. On a R(Pf1) ̸= 0 et
R(Pf2) = 0 . Pour les deux figures de gauche, on observe que la courbe empirique (en
noir) est proche de la courbe (en rouge) de la fonction h1(α) = log(α2 ∨ 2−1)/ log(2) pour
α ∈ (0, 1). Pour les deux figures de droite, on observe que la courbe empirique (en noir)
s’écarte de la courbe de la fonction h1(α) pour α > 1/

√
2, mais elle est proche de la courbe

(en bleue) de la fonction h2(α) = log(α4 ∨ 2−1)/ log(2).
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Remarque 5.9. À l’issue de tous ces calculs, une conclusion qui se dégage est que, à
l’exception de quelques cas particuliers, les fonctionnelles de châınes de Markov bifurcantes
peuvent présenter deux types de comportement en fonction de la valeur du taux d’ergodicité
géométrique (ou du taux de convergence en distance de Wassertein) de la châıne marquée
avec un point de transition. Comme nous l’avons observer dans l’exemple précédent, le
point de transition n’est en général pas universelle : il dépend des fonctions utilisées et
de la nature du problème à traiter. Ces deux types de comportements sont l’illustration
de ce que nous avons appelé “compétition entre lois et généalogie”. En effet, lorsque la
loi du processus est prédominante, ce qui correspond aux “petites valeurs” du taux de
convergence à l’équilibre de la châıne marquée, les fonctionnelles de châınes de Markov
bifurcantes ont un comportement classique. Mais pour les “grandes valeurs” du taux de
convergence à l’équilibre de la châıne marquée, le comportement de ces fonctionnelles n’est
plus classique ; on peut voir dans ce cas que la taille de la population a une grande influence
sur leur comportement. Notons que cette nouvelle vision ouvre des perpectives nouvelles
pour étendre les résultats du Chapitre 3 et pour étudier de nouvelles méthodes d’estimation
non paramétrique pour les châınes de Markov bifurcantes.

5.4 Application à l’étude des estimateurs à noyau de la den-
sité invariante et de la densité de la probabilité de tran-
sition

Afin de facilité notre exposé, nous nous plaçons uniquement dans le cadre ponctuel ;
les résultats et les techniques de preuves restent globalement les mêmes dans le cadre L2.
Dans la suite, nous posons S = Rd, d ≥ 1, et nous munissons S de sa tribu borélienne BS .
Nous posons An ∈ {Gn,Tn}. Nous faisons les hypothèses supplémentaires suivantes.

Hypothèse 5.8. La probabilité de transition P admet une densité, que nous notons encore
P, par rapport à la mesure de Lebesgue.

Remarque 5.10. L’hypothèse 5.8 entraine que les probabilités de transition P0, P1 et
Q, la mesure de probabilité invariante µ et la mesure de probabilité µ△ (définie en (1.2))
admettent des densités, que nous notons encore P0, P1, Q, µ et µ△ respectivement, par
rapport à la mesure de Lebesgue (pour plus détails, nous renvoyons par exemple à [54],
chap 6).

Hypothèse 5.9. La constante suivante est finie :

C0 = sup
x,x0,x1∈S

(µ(x) + Q(x, x0) + P(x, x0, x1)).

Remarque 5.11. Rappelons que l’intérêt de l’estimation des densités µ et P vient du
fait que la probabilité invariante et la probabilité de transition d’une châıne de Markov
bifurcante sont inconnues en pratique, bien qu’elles jouent un rôle déterminant dans le
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comportement asymptotique et non asymptotique des fonctionnelles de châınes de Markov
bifurcantes.

5.4.1 Définition des estimateurs de µ et P

Nous observons X△n = (X△
u )u∈An , où An ∈ {Gn,Tn} i.e. nous avons 2n+2 − 1 (ou

3 × 2n) variables aléatoires à valeurs dans S. Nous considèrons une fonction intégrable
K ∈ B(S) telle que

∫
SK(x) dx = 1. Notons que dans ce cas, on a K⊗3 ∈ B(S3)

et
∫
S3 K

⊗3(x, x0, x1)dxdx0dx1 = 1. Soit h une fenêtre. Comme au Chapitre 2, nous
définissons pour tout x, x0, x1 ∈ S :

µ̂An(x) =
1

|An|hd/2
∑

u∈An

Kh(x−Xu), (5.22)

µ̂△An
(x, x0, x1) =

1

|An|h3d/2
∑

u∈An

K⊗3
h (xx0x1 −X△

u ),

P̂An(x, x0, x1) =
µ̂△An

(xx0x1)

µ̂An(x)
, (5.23)

où Kh(x− y) = h−d/2K(h−1(x− y)) et

K⊗3
h (xx0x1 − yy0y1) = h−3d/2K⊗3

(
h−1(x− y), h−1(x0 − y0), h

−1(x1 − y1)
)
,

où nous utilisons la convention que P̂An(xx0x1) = 0 si µ̂An(x) = 0. Soulignons cependant
si K est strictement positive, alors µ̂An(x) > 0 pour tout x ∈ S.

Remarque 5.12.

1. Nous avons omis n dans l’expression de la fenêtre “h” afin de ne pas surcharger
l’écriture. Aussi, les résultats que nous allons énoncer peuvent être aisément étendus
aux cas des fenêtres anisotropes, i.e. en considérant un vecteur de fenêtres dont les
composantes peuvent être différentes (voir par exemple (3.5)). Pour notre commodité,
nous avons choisi de travailler avec les fenêtres isotropes.

2. La forme de l’expression de µ̂ donnée en (5.22) diffère légèrement de celles données
en (2.6) et en (3.5). Nous avons adopté celle donnée en (5.22) afin d’être plus
cohérent avec les expressions (5.9) et (5.20).

Remarque 5.13. Notons qu’en imitant (5.23), les densités P0, P1 et Q peuvent respecti-
vement être estimées par :

P̂An,η(x, y) =
µ̂△,ηAn

(x, y)

µ̂An(x)
∀η ∈ {0, 1} et Q̂An(x, y) =

µ̂QAn
(x, y)

µ̂An(x)
,
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où µ̂An est défini en (5.22) et

µ̂△,ηAn
(x, y) =

1

|An|hd
∑

u∈An

Kh(x−Xu)Kh(y −Xuη) et

µ̂QAn
(x, y) =

1

|A∗
n+1|hd

∑

u∈A∗
n+1

Kh(x−Xu−)Kh(y −Xu),

où u− désigne la mère de u et A∗
n+1 = Tn+1 \G0 si An = Tn et A∗

n+1 = Gn+1 si An = Gn.

L’étude de P̂An,η et Q̂An se déduit aisément de celle de P̂An .

5.4.2 Principaux résultats

Les hypothèses suivantes sont valables pour l’étude de l’estimateur µ̂ de la densité
invariante.

Hypothèse 5.10.

(i) Le noyau K vérifie

∥K ∥∞ < +∞, ∥K ∥1 < +∞, ∥K ∥2 < +∞, et lim
|x|→+∞

|x|K(x) = 0.

(ii) Il existe γ ∈ (0, 1/d) tel que la fenêtre est définie par hn = 2−nγ et le taux d’ergodicité
géométrique vérifie 2α2 < 2dγ.

Hypothèse 5.11. l’Hypothèse 5.10 est satisfaite et il existe s > 0 tel que :

(i) µ ∈ Hsss
Rd, où sss = (s, . . . , s) ∈ Rd.

(ii) Le noyau K est d’ordre (⌊s⌋, . . . , ⌊s⌋) ∈ Nd : on a
∫
Rd |x|sK(x) dx <∞ et

∫
R x

k
j K(x) dxj =

0 pour tout k ∈ {1, . . . , ⌊s⌋} et j ∈ {1, . . . , d}.
(iii) Contrôle de la fenêtre : On a γ > 1/(2s+d), c’est-à-dire limn→∞ |Gn|h2s+d

n = 0.

Pour l’étude de l’estimateur P̂ de la densité de la probabilité de transition, nous avons
besoin des hypothèses supplémentaires suivantes, qui sont une modification des Hypothèses
5.10 et 5.11 dûe au fait qu’on passe d’un espace de dimension d à un espace de dimension
3d.

Hypothèse 5.12.

(i) Le noyau K vérifie
∥K ∥4 < +∞.

(ii) Il existe γ ∈ (0, 1/3d) tel que la fenêtre est définie par hn = 2−nγ et le taux d’ergo-
dicité géométrique α vérifie 2α2 < 23dγ.

Hypothèse 5.13. L’hypothèse 5.12 est satisfaite et il existe s > 0 tel que :
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(i) µ△ ∈ Hsss
R3d, où sss = (s, . . . , s) ∈ R3d.

(ii) Contrôle de la fenêtre : On a γ > 1/(2s+3d), c’est-à-dire limn→∞ |Gn|h2s+3d
n =

0.

Nous avons le résultat suivant.

Théorème 5.6. Soit X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de mesure initiale ν telle que les Hypothèses 5.1, 5.3, 5.8 et 5.9 soient satisfaites.

(i) Sous les Hypothèses additionnelles 5.10 et 5.11 , on a, pour tout x ∈ Rd,

µ̂An(x)
P−−−→

n→∞
µ(x), (5.24)

√
|An|hdn(µ̂An(x)− µ(x))

(d)−−−→
n→∞

G, (5.25)

où G est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée de variance ∥K ∥22 µ(x).
(ii) Sous les Hypothèses additionnelles 5.10, 5.12 et 5.13, on a, pour tout x, x0, x1 ∈ Rd,

P̂An(x, x0, x1)
P−−−→

n→∞
P(x, x0, x1)

√
|An|h3dn (P̂An(x, x0, x1)− P(x, x0, x1))

(d)−−−→
n→∞

G,

où G est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée de variance ∥K∥62 P(x, x0, x1)/µ(x).

Principales idées de la preuve (voir [21] Section 4.2 et [18] Section 4 pour plus de détails).
Pour An = Tn, on a la décomposition suivante

µ̂Tn(x)− µ(x) =

√
|Gn|

|Tn|hd/2n

Nn,∅(fn) +Bhn(x),

où fn = (fℓ,n, ℓ ∈ N) avec les fonctions fℓ,n définies pour tout y ∈ Rd par

fℓ,n(y) =

{
Kh(x− y) = h−d/2K

(x−y
h

)
si n ≥ ℓ ≥ 0

0 sinon,

la somme Nn,∅ est définie en (5.20) avec fn à la place de f et le terme de biais Bhn est
défini par

Bhn(x) =
1

|Tn|hd/2n

n∑

ℓ=0

2n−ℓ⟨µ, fℓ,n⟩ − µ(x) = ⟨µ, h−d
n K(h−1

n (x− ·))⟩ − µ(x).

Alors (i) du Théorème 5.6 s’obtient en montrant que Nn,∅(fn) vérifie le résultat attendu
et que

lim
n→∞

|Tn|1/2hd/2n Bhn(x) = 0. (5.26)
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La preuve de (5.26) est classique. La preuve de la convergence en loi de Nn,∅(fn) suit les
grandes lignes de celle obtenue au Théorème 5.1, avec fn à la place de f.

Pour An = Gn, la démarche est la même avec les fonctions fℓ,n définies par

fℓ,n(y) =

{
Kh(x− y) = h−d/2K

(x−y
h

)
si ℓ = 0

0 sinon.

La preuve de (ii) du Théorème 5.6 utilise de la décomposition suivante :

√
|An|h3dn (P̂An(xx0x1)− P(xx0x1)) = (|An|h3dn )1/2 (

µ̂△An
(xx0x1)

µ̂An(x)
− µ△(xx0x1)

µ̂An(x)
)

− µ△(xx0x1)

µ(x)µ̂An(x)
(|An|h3dn )1/2 (µ̂An(x)− µ(x)).

En utilisant des inégalités du type (3.6), la convergence (5.24) et le Lemme de Slutsky,
on montre que le second terme du membre de droite de l’égalité précédente converge en
probabilité vers 0. Le premier terme du membre de droite de l’égalité précédente vérifie le
résultat attendu en établissant un résultat similaire à (5.25) pour µ△ à la place de µ et en
utilisant le Lemme de Slutsky.

Remarque 5.14. On voit ainsi apparaitre deux régimes pour le choix de la fenêtre. En
effet, comme on peut l’observer, les Hypothèses 5.10 (ii) et 5.12 (ii) sont satisfaites auto-
matiquement si 2α2 ≤ 1 et dans ce cas, le choix de la fenêtre est classique. Pour 2α2 > 1,
le choix de la fenêtre devient moins classique, puisque dans ce cas, la fenêtre est fonc-
tion du taux α à travers les relations 2α2 < 2dγ et 2α2 < 23dγ. On observe ainsi que le
taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée se comporte comme un paramètre de
régularité, au même titre que la régularité sss des Hypothèses 5.11 et 5.13. Une nouvelle
question émerge alors de cette observation : “construire une méthode adaptative prenant
en compte le fait que sss et α sont des paramètres inconnus”. L’exploration de cette ques-
tion fait l’objet d’une étude que j’ai entrepris avec Marc Hoffmann et Angelina Roche.
Soulignons que ces deux régimes dans le choix de la fenêtre sont en adéquation avec les
conclusions des Sections 5.2 et 5.3, où nous avons observé que les châınes de Markov
bifurcantes ont un “comportement classique” pour les valeurs du taux α plus petit qu’un
certain seuil (en général 1/

√
2) et des comportements non habituels au delà de ce seuil. Ce-

pendant, le Théorème 5.6 semble nous dire qu’il y a une disparition des différents régimes
pour les fluctuations des estimateurs µ̂An et P̂An. En fait, il n’en est rien puisque, pour
µ̂An par exemple, le théorème central limite a été établi pour 2α2 < 2dγ. Quand on pousse
plus loin les calculs, on observe que pour 2α2 ≥ 2dγ, l’erreur quadratique de µ̂An est de
l’ordre de α2n (différent de

√
|An|hdn). Il se trouve alors qu’on a toujours deux régimes.

Mais ici, le point de la transition de phase, qui est une fonction de la régularité sss des
fonctions inconnues, diffère des points évoqués aux Sections 5.2 et 5.3.
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5.4.3 Sélection de la fenêtre dans le cas particulier S = R

Nous avons développé deux méthodes basiques pour sélectionner les fenêtres : une
méthode de validation croisée et une méthode de type Silvermann. Pour les illustration
numériques, nous renvoyons à [21], Sections 3.4 et 3.6 et [18], Section 5.3.

Remarque 5.15. Notons que puisque l’estimateur de la densité de transition P est un
quotient, voir (5.23), on sélectionne indépendamment une fenêtre pour le numérateur et
une fenêtre pour le dénominateur. Cette méthode, connue sous le nom de “l’approche à
deux fenêtres”, nous a été inspirée par les travaux de Comte et Marie [38]. Nous renvoyons
à plus tard une étude théorique approfondie de cette méthode pour les châınes de Markov
bifurcantes.

Sélection des fenêtres par validation croisée

Nous choisissons les fenêtres qui minimisent les erreurs quadratiques moyennes intégrées

E
[∫

R3

(µ̂△Gn
− µ△)2(xx0x1)dxdx0dx1

]
et E

[∫

R
(µ̂Gn − µ)2(x)dx

]
,

où µ̂△Gn
et µ̂Gn sont définies en (5.22) et (5.23). Ceci revient à minimiser les fonctions J△

et J définies par

J△(h) = E
[∫

R3

(µ̂△Gn
)2(xx0x1)dxdx0dx1

]
− 2E

[∫

R3

(µ̂△Gn
µ△)(x, x0, x1)dxdx0dx1

]

et

J(h) = E
[∫

R
(µ̂Gn)

2(x)dx

]
− 2E

[∫

R
(µ̂Gnµ)(x)dx

]
.

Nous renvoyons à [18], Section 5.1, pour plus de détails sur la méthode.

Remarque 5.16. L’avantage de la méthode de validation croisée est qu’elle ne nécessite
pas la connaissance du taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée, même si on
peut observer son influence dans les calculs. Dans l’avenir, une étude plus approfondie
de cette méthode pour les châınes de Markov bifurcantes permettra de voir comment agit
le taux d’ergodicité géométrique de la châıne marquée. Le principal inconvénient de cette
méthode est le temps de calcul extrêmement couteux qu’il nécessite.

Sélection de la fenêtre par une règle de type Silvermann

Nous avons également développer une règle de sélection “à la Silvermann”, [97], en nous
appuyant sur le modèle BAR symétrique défini en (1.3) avec ρ = 0. Nous prenons avantage
du fait que pour ce modèle, la densité P de la probabilité de transition et les densités
invariantes µ et µ△ sont connues. Nous nous comportons comme si les densités µ et µ△ sont
inconnues, excepté que ces fonctions sont deux fois continûment dérivables. La méthode
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repose alors sur le contrôle asymptotique du risque quadratique intégré des estimateurs µ̂ et
µ̂△ des densités invariantes µ et µ△. Une estimation du paramètre d’ergodicité géométrique
est également nécessaire. Pour cela, nous nous sommes inspirés des travaux de Gyori et
Paulin [64] pour proposer l’estimateur suivant pour le paramètre d’ergodicité géométrique
α :

α̂ =

(∑
u∈Gn−m+1

∑
v∈uGm−1

(Xu −X)(Xv −X)
∑

u∈Gn
(Xu −X)2

)1/m

avec X =
1

|Gn|
∑

u∈Gn

Xu,

où m ∈ N est assez grand tel que m = O(n). En général, le choix m = ⌊n/2⌋ + 1 semble
être pertinent. Ainsi, pour l’estimation de µ, une approximation de la fenêtre optimale est

ĥ = |Gn|−1/5 σ̂ 1{2 α̂2≤21/5} + (2 α̂2)−n σ̂ 1{2α̂2>21/5}, (5.27)

et pour l’estimation de µ△, une approximation de la fenêtre optimale est

ĥ = |Gn|−1/7 σ̂ 1{2 α̂2≤23/7} + (2 α̂2)−n/3 σ̂ 1{2α̂2>23/7}, (5.28)

où σ̂ est l’estimateur standard de l’écart-type. Cette méthode est une adaptation de la
règle du pouce développée dans [97]. Une des nouveautés ici est que nous prenons en
compte l’estimation du taux d’ergodicité géométrique dans la procédure d’estimation.
Nous renvoyons à [18], Section 5.2, pour plus de détails sur la méthode.

Remarque 5.17.

1. Contrairement au cas classique, les estimateurs définis en (5.27) et (5.28) ont deux
parties, qui matérialisent la compétition entre la loi du processus et la généalogie.
Ces estimateurs se généralisent aisément au cas où S = Rd, d ≥ 1.

2. La principale difficulté dans notre règle “à la Silvermann” réside dans l’estimation
du taux d’ergodicité géométrique où tout reste à faire. Plusieurs estimateurs du taux
d’ergodicité géométrique ont été proposés dans la littérature des châınes de Markov
classiques. L’estimateur que nous proposons ici est obtenu en interprétant ce taux
comme un coefficient de corrélation entre deux générations.
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Chapitre 6

Principes de déviations modérées
pour les châınes de Markov
bifurcantes

Ce chapitre est issu des articles [25], écrit en collaboration avec Gorgui Gackou, et [16].
Nous complétons, d’une part les résultats de [23], où le principe de déviations modérées
(PDM, en abrégé) avait été établi pour des fonctionnelles additives avec des fonctions
centrées par rapport à la probabilité de transition P ; et d’autre part, nous complétons les
résultats du Chapitre 5.

6.1 Principe de déviation modérées pour les fonctionnelles
additives de châınes de Markov bifurcantes

Nous considérons une châıne de Markov bifurcante (Xu, u ∈ T) à valeurs dans un espace
mesurable (S, S), de probabilité de transition P et de mesure initiale ν. Nous rappelons les
définitions 2.2, 2.3 et 2.4. Nous faisons les hypothèses suivantes.

Hypothèse 6.1. Il existe une mesure de probabilité µ sur (S,S ), un nombre réel stric-
tement positif M et α ∈ (0, 1) tels que pour tout f ∈ Bb(S) :

|Qnf − ⟨µ, f⟩| ≤M αn∥f∥∞ pour tout n ∈ N.

Hypothèse 6.2. Ils existent une mesure de probabilité µ sur (S,S ), un nombre réel
strictement positifM , α ∈ (0, 1), un ensemble fini d’indices non vide J , des valeurs propres
complexes distinctes {αj , j ∈ J} de l’opérateur Q avec |αj | = α, des projections complexes
non nulles {Rj , j ∈ J} définies sur CBb(S), le C-espace vectoriel engendré par Bb(S), tel
que Rj ◦Rj′ = Rj′ ◦Rj = 0 pour tout j ̸= j′ (de sorte que

∑
j∈J Rj est aussi une projection

définie sur CBb(S)) et une suite de nombres positifs (βn, n ∈ N) convergeant vers 0, tels
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que pour tout f ∈ Bb(S), avec θj = αj/α :

∣∣∣Qn(f)− ⟨µ, f⟩ − αn
∑

j∈J
θnj Rj(f)

∣∣∣ ≤M βnα
n∥f∥∞ pour tout n ∈ N.

Remarque 6.1. Notons que les Hypothèses 6.1 et 6.2 sont des versions fortes des Hy-
popthèses 5.3, 5.4, 5.6 et 5.7. En particulier, si on suppose que S est un ensemble compact,
alors les approches ponctuelle et L2 cöıncident.

6.1.1 Principaux résultats

Soit f = (fℓ, ℓ ∈ N) une suite d’éléments de Bb(S) telle que

sup
ℓ∈N

{∥fℓ∥∞} = c∞ < +∞, (6.1)

Nous rappelons la somme Nn,∅(f) définie en (5.9), les variances Σsub(f) et Σcrit(f) définies
en 5.12 et 5.17 respectivement. Nous considérons la fonction de taux I définie par

I(x) = sup
λ∈R

{λx− 1
2λ

2Σ(f)} =

{
1
2Σ(f)

−1x2 si Σ(f) ̸= 0

+∞ si Σ(f) = 0,
(6.2)

où

Σ(f) =

{
Σsub(f) = Σsub

1 (f) + 2Σsub
2 (f) si 2α2 < 1

Σcrit(f) = Σcrit
1 (f) + 2Σcrit

2 (f) si 2α2 = 1.

Soit (bn)n∈N une suite de nombres réels telle que :

lim
n→∞

bn = ∞ et lim
n→∞

bn√
|Gn|

= 0,

et si 2α2 = 1, on a en plus

lim
n→∞

b2nn
22−na

= 0 pour un a ∈ (0, 1).

Soit la suite (cn)n∈N définie par

cn =

{
bn si 2α2 < 1

n1/2bn si 2α2 = 1.

Alors nous avons le résultat suivant.

Théorème 6.1. Soit X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de mesure initiale ν telle que

— pour 2α2 < 1, l’Hypothèse 6.1 est satisfaite ;

71



— pour 2α2 = 1, l’Hypothèse 6.2 est satisfaite.

Soit f = (fℓ, ℓ ∈ N) une suite d’élèments de Bb(S) vérifiant (6.1). Alors c
−1
n Nn,∅(f) satisfait

un principe de déviations modérées dans S de vitesse b2n et de fonction de taux I définie
en (6.2). En particulier, on a

lim
n→∞

1

b2n
logP

(∣∣c−1
n Nn,∅(f)

∣∣ > δ
)
= −I(δ) ∀δ > 0.

Un aperçu rapide de la preuve (Voir [25], Section 5 et 6, pour plus de détails). Nous rap-
pelons la décomposition 5.15. Alors, on termine la preuve en montrant ce qui suit :

∀δ > 0, lim
n→∞

1

b2n
logP(|c−1

n R0(n)| > δ) = −∞; (6.3)

∀δ > 0, lim
n→∞

1

b2n
logP(|c−1

n R1(n)| > δ) = −∞; (6.4)

c−1
n ∆n(f) satisfait un PDM sur S de vitesse b2n et de fonction de taux I. (6.5)

Les convergences (6.3) et (6.4) s’obtiennent à l’aide des inégalités de concentrations. La
preuve de (6.5) utilise le principe de déviations modérées des martingales.

Remarque 6.2.

1. Notons que nous n’avons pas traiter le cas sur-critique 2α2 > 1. Ce cas nécessite un
centrage différent des fonctions. Nous renvoyons cette question à des travaux futurs.

2. Soit f ∈ Bb(S). Soit f0 et f définis en (5.10) et (5.11) respectivement. En prenant
f = f0 ou f = f , on obtient que c−1

n |Gn|−1/2MGn(f̃) et c−1
n |Tn|−1/2MTn(f̃) satisfont

un principe de déviations modérées dans S de vitesse b2n et de fonction de taux I
définie en (6.2) où on a remplacé Σ(f) par

{
Σsub
G (f)1{2α2<1} +Σcrit

G (f)1{2α2=1} pour c−1
n |Gn|−1/2MGn(f̃)

Σsub
T (f)1{2α2<1} +Σcrit

T (f)1{2α2=1} pour c−1
n |Tn|−1/2MTn(f̃),

avec les variances asymptotiques Σsub
G (f), Σsub

T (f), Σcrit
G (f) et Σcrit

T (f) qui sont
définies en (5.13) et (5.19).

6.1.2 Illustration numérique

Nous considérons la châıne de Markov bifurcante (Xu, u ∈ T) à valeurs dans [0, 1], de
probabilité de transition P = Q ⊗ Q telle que la densité de Q, que nous notons encore Q ;
est définie par

Q(x, y) := (1− x)
y(1− y)2

B(2, 3)
+ x

y2(1− y)

B(3, 2)
, x, y ∈ [0, 1],

72



avec B(α, β) la constante de normalisation de la loi Beta de paramètre α et β. Pour notre
commodité, nous choisissons X∅ tel que L(X∅) = Beta(2, 2), où Beta(2, 2) est la loi Beta
de paramètres (2, 2). Le processus ainsi défini est stationnaire et sa loi invariante est une
Beta de paramètres (2, 2). Nous avons aussi E [Xu0|Xu] = E [Xu1|Xu] = Xu/5+2/5, (pour
plus de détails, voir par exemple [87]). En utilisant le Theorem 2.1 dans [65], on montre que
l’Hypothèse 6.1 est satisfaite avec α = 1/5. Nous sommes donc dans le cas sous-critique.
Nous allons premièrement illustrer le Théorème 6.1 avec la suite f = (f, 0, 0, . . .) et la
fonction f(x) = x. Dans ce cas, nous avons les résultats exacts suivants :

⟨µ, f⟩ = 1

2
, Qkf̃(x) = 5−k(x− 1

2) ∀k ≥ 0, ΣG(f) = 6/115 and I(δ) =
115

12
δ2.

Ensuite, nous illustrons le fait que la vitesse considérée dans le cas critique ne marche pas
dans cet exemple (où nous sommes dans le cas sous-critique). Pour cela, nous simulons

B = 50000 échantillons (X(s) = (X
(s)
u , u ∈ G12), s ∈ {1, . . . , B}) d’une châıne de Markov

bifurcante à la n-ième generation, avec n = 12. Pour chaque échantillon X(s), nous cal-

culons b−1
n N

(s)
n,∅(f) = b−1

n |Gn|−1/2
∑

u∈Gn
(X

(s)
u − 1/2). Enfin, pour différentes valeurs de

δ > 0, nous calculons b−2
n log(B−1

∑B
s=1 1{|b−1

n N
(s)
n,∅(f)|>δ}). Ce qui nous permet d’obtenir

des valeurs empiriques pour la fonction de taux. Ensuite, sur le même repère, nous traçons
la fonction de taux théorique et la fonction de taux empirique. Comme on peut l’observer
sur la Figure 6.1, la fonction de taux empirique et la fonction de taux théorique cöıncident,
excepter sur la dernière figure où la fonction de taux empirique est proche de 0. En effet,
pour cette figure, la vitesse considérée n’est pas valide en théorie dans le cas sous-critique ;
elle est plutôt valide pour le cas critique. Notons que les différences observées entre les
fonctions de taux empirique et théorique peuvent-être expliquées par le fait que la taille
de l’échantillon n’est pas assez grande pour produire un nombre suffisant d’évènements de
grandes déviations.

6.2 Application : Principe de déviations modérées pour l’es-
timateur à noyau de la densité invariante

Nous posons S = Rd, d ∈ N∗. Les résultats et les techniques de la Section précédente
nous permettent d’établir un principe de déviations modérées pour les estimateurs µ̂An

définis en (5.22). Nous avons pour cela besoin, en plus des Hypothèses 5.10 et 5.11, de
l’hypothèse supplémentaire suivante.

Hypothèse 6.3. Avec les notations de l’Hypothèse 5.10 (ii), on suppose en plus que
l’Hypothèse 6.1 est satisfaite avec

lim
n→+∞

(21−dγα)n = 0.

Remarque 6.3. Contrairement à la Section 5.4.2 (voir en particulier Remarque 5.14) où
le taux d’ergodicité géométrique α de la châıne marquée commence à influencer le choix de

73



0.05 0.10 0.15

0.
00

0.
10

0.
20

0.
30

rate function for the MDP of√
|G12|−1 log(|G12|)−1MG12(x− 1/2)

δ

ra
te

fu
nc

ti
on

I
(δ
)

0.05 0.10 0.15

0.
00

0.
10

0.
20

0.
30

δ

ra
te

fu
nc

ti
on

I
(δ
)

Theoretical rate function
Empirical rate function
on 50000 trees

0.05 0.10 0.15
0.

00
0.

10
0.

20
0.

30

rate function for the MDP of√
|G12|−1|G12|−1/4MG12(x− 1/2)

δ

ra
te

fu
nc

ti
on

I
(δ
)

0.05 0.10 0.15
0.

00
0.

10
0.

20
0.

30

δ

ra
te

fu
nc

ti
on

I
(δ
)

Theoretical rate function
Empirical rate function
on 50000 trees

0.05 0.10 0.15

0.
00

0.
10

0.
20

0.
30

rate function for the MDP of√
|G12|−1|G12|−1/3MG12(x− 1/2)

δ

ra
te

fu
nc

ti
on

I
(δ
)

0.05 0.10 0.15

0.
00

0.
10

0.
20

0.
30

δ

ra
te

fu
nc

ti
on

I
(δ
)

Theoretical rate function
Empirical rate function
on 50000 trees

0.15 0.20 0.25

0.
00

15
0.

00
20

0.
00

25

rate function for the MDP of√
|G12|−1|G12|−1/2MG12(x− 1/2)

δ

ra
te

fu
nc

ti
on

I
(δ
)

Empirical rate function
on 50000 trees

Figure 6.1 – Fonctions de taux théorique et exacte pour le principe de déviations
modérées de |Gn|−1/2b−1

n MGn(x− 1/2). Dans les trois premières figures, on peut observer
que les courbes théoriques et empiriques cöıncident, les différences pouvant être expliquées
par le fait que la taille de l’échantillon n’est pas assez grande. Dans la dernière figure, on
peut observer que la fonction de taux empirique est proche de 0, ce qui normal puisque
pour cette figure, nous avons considéré une vitesse valide pour le cas critique et pour notre
processus nous sommes dans le cas sous-critique.
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la fenêtre à partir de la valeur 1/
√
2, nous observons, à travers l’Hypothèse 6.3, que pour

le principe de déviations modérées, le taux d’ergodicité géométrique commence à impacter
le choix de la fenêtre à partir de la valeur 1/2. Ceci confirme en fait une observation
que nous avions faite auparavant : “pour les études des estimateurs non paramétriques
faisant intervenir des inégalités de concentrations, le point de transition se situe autour
de α = 1/2”.

Soit (bn, n ∈ N) une suite de nombres réels positifs telle que

lim
n→+∞

bn = +∞; lim
n→+∞

n3/2 bn√
|Gn|hdn

= 0; lim
n→+∞

bn√
|Gn|h2s+d

n

= +∞, (6.6)

où s est le paramètre de régularité donné dans l’Hypothèse 5.11. Soit (ϖn, n ∈ N) une
suite de nombres réels telle que ϖn → 0 quand n→ +∞. Alors on a le résultat suivant.

Théorème 6.2. Soit X une châıne de Markov bifurcante de probabilité de transition P et
de mesure initiale ν telle que les Hypothèses 5.8, 5.9, 5.10, 5.11 et 6.1 soient satisfaites. De
plus, pour α > 1/2, on suppose que l’Hypothèse 6.3 est satisfaite. Soit (bn, n ∈ N) une suite
de nombres réels positifs qui satisfait (6.6). Alors pour tout x ∈ Rd et An,A∗

n ∈ {Tn,Gn},
b−1
n (∥K∥2

√
µ̂A∗

n
(x) ∨ ϖn)

−1
√
|An|hdn(µ̂An(x) − µ(x)) satisfait un principe de déviations

modérées dans Rd de vitesse b2n et de fonction de taux I définie pour tout y ∈ R par
I(y) = y2/2. En particulier, on a

lim
n→+∞

1

b2n
logP

(
b−1
n

(
∥K∥2

√
µ̂A∗

n
(x)∨ϖn

)−1
√

|An|hdn
∣∣∣
(
µ̂An(x)−µ(x)

)∣∣∣ > δ
)
= −δ

2

2
∀δ > 0.

Idées de la preuve (voir [16], Section 4 et 5, pour plus de détails). Nous utilisons les mêmes
décompositions que celles de la preuve du Théorème 5.6. Nous utilisons ensuite les idées
de la preuve de Théorème 6.1 pour obtenir le principe de déviations modérées.

Remarque 6.4. Le Théorème 6.2 nous permet d’obtenir un intervalle de confiance pour
µ(x) de longueur bn/

√
|An|hdn et de niveau asymptotiquement proche de 1−exp(−(b2n δ

2)/2).
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Chapitre 7

Comportement asymptotique des
grandes valeurs du processus
bifurcant autorégressif

Ce chapitre est issu de l’article [6] écrit en collaboration avec Vincent Bansaye. Nous
nous intéressons au comportement à temps long du nombre d’individus ayant de grands
traits dans le processus BAR stable (voir (1.4)). Nous voyons apparâıtre deux regimes
pour le comportement trajectoriel de ce nombre. Ces deux régimes dépendent du fait que
la valeur absolue de l’un des paramètres d’autorégression (a0 où a1) est plus grande que 1.
Le thème central de notre étude porte donc sur les densités locales. En explorant ce thème,
nous sommes amenés à étudier les grandes déviations de la châıne marquée associée au
processus BAR. En conséquence de notre étude sur les densités locales, nous obtenons un
résultat asymptotique pour la valeur maximale du processus BAR sur une génération.

7.1 Cadre général

Nous considérons le processus BAR défini en (1.4) avec, pour simplifier, b0 = b1 = 0
et X∅ = 0. Nous supposons que a0, a1 ∈ R+, avec a0a1 < 1. La châıne marquée Y associée
à ce processus BAR est le processus autorégressif en environnement aléatoire défini par :

Y0 = 0 et ∀n ≥ 1, Yn = θnYn−1 + εn,

où l’environnement Θ = (θn, n ≥ 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que

P(θ1 ∈ {a0, a1}) = 1, avec P(θ1 = a0) = P(θ1 = a1)

et (εn, n ≥ 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi normale standard, indépendante
de Θ. Alors on a, pour tout n ∈ N∗,

Yn =
n∑

k=1

(
n∏

ℓ=k+1

θℓ

)
εk. (7.1)
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Ainsi, Yn est une variable aléatoire gaussienne d’écart-type

An = A(θ1, ..., θn) =

√√√√
n∑

k=1

n∏

ℓ=k+1

θ2ℓ . (7.2)

Notons que An a la même loi que A∗
n = A(θn, ..., θ1) et par monotonicité, A∗

n converge
presque sûrement vers

A∗
∞ =

√√√√
∞∑

k=1

k−1∏

ℓ=1

θ2ℓ ∈ (0,∞].

Nous considérons la mesure ponctuelle aléatoire

Zn =
∑

i∈Gn

δXi .

Le processus Z ainsi défini est un processus de branchement multitype où les types sont à
valeurs dans R. Pour deux réels a et b tels que a ≤ b, on sait d’après le many-to-one-formula
que

E (Zn([a, b])) = 2nP(Yn ∈ [a, b]);

on a aussi que
1

2n
Zn([a, b])

p.s.−−−→
n→∞

π([a, b]),

où π est la loi de la variable aléatoire Y ∗
∞ définie par

Y ∗
∞ :=

∞∑

k=1

(
k−1∏

ℓ=1

θℓ

)
ε′k,

avec (ε′k, k ∈ N∗) une suite de variables aléatoires i.i.d. gaussiennes, centrées et de variance
σ2, indépendante de l’environnement Θ. Nous nous intéressons à l’étude de la densité
locale

Zn([an,∞)) = |{i ∈ Gn : Xi ≥ an}|
lorsque an → ∞. Ceci nous conduit à étudier l’événement des grandes déviations {Yn ≥ an}
et la valeur maximale du processus sur une génération

Mn = max{Xi : i ∈ Gn}.

Nous voyons apparaitre deux régimes dans notre étude : le régime a0 = max{a0, a1} < 1
que nous appelons cas stable stricte et le régime a1 < 1 < a0 que nous appelons cas stable
faible.
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7.2 Grandes déviations pour le processus Y

7.2.1 Grandes déviations et chemin des grandes déviations dans le régime
stable strict

Cette section a deux objectifs. Le premier, évaluer les probabilités de grandes déviations
du processus autorégressif à coefficients aléatoires (Yn, n ∈ N). Le deuxième, comprendre le
comportement asymptotique des trajectoires de ce processus conditionnellement à l’évènement
des grandes déviations. On a le résultat suivant.

Théorème 7.1. Soit (an)n∈N une suite croissante de nombres réels qui tend vers l’infini.
On a

lim
n→+∞

1

a2n
logP (Yn ≥ an) = −1− a20

2
. (7.3)

De plus, pour toute suite d’entiers naturels (ℓn)n telle que n− ℓn → ∞ et ℓn = O(log an),
on a ∀δ > 0

lim
n→+∞

P

(
sup

ℓ∈{0,··· ,ℓn}

∣∣∣∣
Yn−ℓ

an
− aℓ0

∣∣∣∣ ≤ δ, (θn−ℓn , . . . , θn) = (a0, . . . , a0)

∣∣∣∣Yn ≥ an

)
= 1.

(7.4)

Remarque 7.1. Ainsi, l’évènement des grandes déviations {Yn ≥ an} est réalisé en
sélectionnant l’environnement favorable a0 dans les dernières générations. La différence
principale avec les marches aléatoires branchantes est que ici, les déviations ne sont pas
linéaires, mais géométriques.

Idées principales de la preuve (voir [6], Section 2.1 pour plus de détails). Premièrement, (7.3)
est obtenu en utilisant (7.1) et les bornes supérieure et inférieure de la queue d’une gaus-
sienne (voir par exemple [14]). Ensuite, (7.4) est obtenu en introduisant le temps

τn = sup{i = 1, . . . , n : θi = a1},

et en utilisant la structure autorégressive de Yn.

7.2.2 Grandes déviations dans le régime stable faible

Dans le régime stable faible, nous supposons qu’il existe κ > 0 tel que

aκ0 + aκ1 = 2.

Soit κ0>0 et γ ∈ (0, 1) définis par

log(a0)a
κ0
0 + log(a1)a

κ0
1 = 0, γ := (aκ0

0 + aκ0
1 )/2 = inf

s≥0
{(as0 + as1)/2}.
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Nous introduisons la marche aléatoire (Sk)k≥1 définie par S1 = 0 et

Sk =
k−1∑

ℓ=1

log θℓ (k ≥ 2).

Pour l’étude de l’événement {Yn ≥ an}, nous supposons que le maximum S = supk≥1 Sk est
atteint avant le temps n lorsque an est assez grand. Ceci correspond à dire les évènements
{A∗

n ≥ an} et {A∗
∞ ≥ an} sont comparables. Alors on a le résultat suivant.

Théorème 7.2. Soit (an, n ∈ N) une suite de nombre réels telle que aκn n
−3/2 γn → 0

lorsque n→ ∞. Alors,
P (Yn ≥ an) ≍ P (An ≥ an) ≍ a−κ

n .

Idées de la preuve (voir [6], Section 2.2 pour plus de détails). Premièrement, le compor-
tement asymptotique de P (An ≥ an) est obtenu en utilisant les résultats de Kesten [72],
Feller [57] (voir aussi [55]) et Borovkov [33]. La preuve de l’équivalence P (Yn ≥ an) ≍
P (An ≥ an) utilise le fait que L(Yn|Fn−1) = N(0, a2nW

2
n), où Wn = An/an.

Remarque 7.2. Nous avons bon espoir que le régime transitoire a1 ≤ a0 = 1 et an =
exp(nρ) avec ρ > 1/γ peut-être étudié en utilisant une approche similaire de celle du
Théorème 7.2. Notons que la principale difficulté avec ce régime est que, d’après nous,
{A∗

n ≥ an} et {A∗
∞ ≥ an} ne sont pas comparables. Dans ces conditions, décrire le com-

portement de {Yn ≥ an} nécessite plus de travail.

7.3 Densités locales pour le processus BAR

Rappelons les constantes κ et γ définies à la Section 7.2.2. Les résultats de la Section
7.2 nous permettent d’obtenir les comportements asymptotiques suivants.

Théorème 7.3.

1. Si a1 ≤ a0 < 1, alors pour tout x ∈ [0,
√
2 log(2)/(1− a20)),

1

n
logZn([x

√
n; +∞))

p.s.−−−→
n→∞

log 2− x2(1− a20)/2.

2. Si a1 < 1 < a0, alors pour c ∈ [0,+∞) tel que cκ < min(2, 1/γ) et c > 1, on a

1

n
log |{i ∈ Gn : Xi ≥ cn}| P−−−→

n→∞
log(2/cκ).

Remarque 7.3. Nous renvoyons à [6], Section 3, pour les détails de la preuve du Théorème
7.3. Quelques commentaires sont néanmoins nécessaires.
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1. Pour le régime stable stricte, la preuve suit les idées de Biggins [13] pour les marches
aléatoires branchantes. Nous considérons dans ce régime une sous population d’in-
dividus qui réalise la densité locale Zn([x

√
n; +∞)). Pour cela, grâce aux résultats

de la Section 7.2.1, il suffit de suivre les individus qui subissent une déviation dans
l’environnement a0 dans les dernières générations.

2. Pour le régime stable faible, la preuve nécessite également la sélection d’une sous
population produisant les grandes valeurs [cn,+∞). Mais cette sous population est
très différente de celle considérée dans le cas stable stricte. En effet, elle est ca-
ractérisée par A(θ1, . . . , θn) ≥ cn, ce qui fait que seuls certaines lignées particulières
de la population réalisent la densité locale Zn([c

n,+∞)). La preuve dans ce cas est
plus complexe puisqu’elle nécessite l’étude du processus restreint à un sous arbre as-
socié aux grandes déviations de Yn. Ce phénomène, lié à la structure aléatoire de
l’environnement hérité de l’arbre, peut-être comparé aux résultats obtenus dans le
cas faiblement sous-critique du modèle de branchement de Kimmel [5]. Notons que
dans [5], seul le comportement moyen est étudié. Notons aussi que la question de
l’obtention d’une convergence presque sûre reste ouverte pour ce regime.

3. Ainsi, un examen minutieux des preuves permet de voir que, pour a0 ̸= a1, les
grandes valeurs du processus BAR peuvent être vues comme la combinaison de deux
sources d’aléa : un terme additif gaussien qui apparait le long de chaque lignée et
le choix de la lignée aléatoire. Dans le régime stable stricte, les densités locales pro-
viennent des deux sources d’aléa dans les dernières générations. On observe ainsi un
comportement proche de celui des marches aléatoires branchantes, à l’exception que
les déviations se produisent dans les dernières générations. Dans le régime stable
faible, seul le choix de la lignée intervient dans la formation des densités locales.
Dans ce dernier cas, les déviations se produisent très tôt pour créer les grandes va-
leurs. Ce comportement est très différent de celui des marches aléatoires branchantes
puisqu’une sous population “déterministe”, fonction de An définie en (7.2), supporte
les densités locales.

4. On voit ainsi apparâıtre une transition de phase dans le comportement des grandes
valeurs du processus BAR. Ici, l’arbitre de la compétition est le paramètre d’au-
torégression a0 = max{a0, a1}. Le point de la transition est a0 = 1. Le comportement
des densités locales en ce point reste un problème ouvert.

Considérons la valeur maximale Mn du processus BAR à la génération n définie par
Mn = max{Xi : i ∈ Gn}. Alors, comme conséquence du Théorème 7.3, nous avons le
résultats suivant.

Corollaire 7.1 (Valeur maximale pour le processus BAR). On se place dans le contexte
du Théorème 7.3.

1. Si a1 ≤ a0 < 1, alors on a

1√
n
Mn

p.s.−−−→
n→∞

√
2 log(2)

1− a20
.
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2. Si a1 < 1 < a0, alors on
1

n
log(Mn)

P−−−→
n→∞

log(2)

κ
.

Idée principale de la preuve. La preuve repose principalement sur l’inégalité :

P(Mn ≥ δ) ≤ E(Zn[δ,∞)) = 2nP(Yn ≥ δ) ∀δ > 0.

Remarque 7.4. La question de la valeur maximale a fait l’objet d’une grande attention
et a été intensivement étudiée pour les marches aléatoires branchantes, voir par exemple
[13, 34, 66, 74, 86]. Des estimations plus fines obtenues dernièrement ont permis de mieux
comprendre les structures branchantes des processus [1, 2, 56, 68]. Le comportement de la
valeur maximale est différente dans notre cas. Les techniques utilisées pour les marches
aléatoires branchantes sont utilisées et adaptées ici, en particulier l’utilisation du many-
to-one formula pour exploiter la description du chemin conduisant aux particules extrêmes
dans le regime stable stricte [95] et la construction des processus de branchement auxil-
liaires pour le regime faiblement stable. Comme nous l’avons déjà mentionné, la princi-
pale nouveauté réside dans le régime faiblement stable a1 < 1 < a0 où une loi des grands
nombres d’un sous arbre bien choisi est nécessaire.
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