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Introduction

e Cartes aléatoires : modéles discrets de gravité quantique (2d).
e Le cas planaire a été largement étudié dans les vingt derniéres années.

e En grand genre : il reste beaucoup de questions ouvertes. La
combinatoire de ces objets est beaucoup plus compliquée que le cas
planaire.



Definitions

Définition

Une carte est donnée par :

e Une famille de polygones orientés.
e Un recollement entre les bords des polygones qui préserve |'orientation.

On obtient une surface connexe S et un graphe G dessiné sur cette surface.
On dit que la carte est planaire si S est de genre 0 (une sphére).
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Triangulations

Définition
Une triangulation est une carte telle que

e |l existe £ > 0 faces simples, distinguées appelées les bords.
e Les faces qui ne sont pas des bords sont de degré 3 (triangles).

Pour n,g,¢ >0 et p1,--- ,p¢ > 1, on note 7(n,g; p1, -, p¢) I'ensemble
des triangulations de genre g (tore a g trous), avec ¢ bords de périmétres

pi,---,pe et 2n— Ele(p,- — 2) triangles.

On se concentrera sur le cas ¢ € {0, 1}.




Enumération

Notons 7p(n,g) = #7(n,g; p) et 7(n,g) = #T(n, g).
Dans le cas planaire (g = 0), il y a une formule exacte (Tutte, 60s) :

47(3n)Nl 6 I
7(n,0) :2(n+1)(!(n)—|— 201~ \ﬁ(u\@) n"s.

Il'y a aussi une formule pour 7,(n,0).

Pour g > 0 fixé, il existe une asymptotique pour 7(n, g) lorsque
n — +o00. Lorsque n, g — +00 on a des résultats assez faibles.

Notons T,z p (resp. T, g) un élément choisit uniformément dans

To(n, g) (resp. T(n, g)) -



Distance locale

e Soit T € Ty(n,g) et e une aréte orientée sur T. Notons x le point de
départ de e. On définit B,(T,e) la carte obtenue en ne gardant que
les arétes ayant un sommet a distance au plus r — 1 de x. On introduit
la distance

(AN _ 1
dioc <( T, e)a (T ) € )> — 1+4sup{r>0: B/(T,e)=B,(T',e")}"
e Existe t-il une carte aléatoire enracinée (T, €x) telle que

(loi) RN .
(Thgp€) e (T, €x) ? Si oui, & quoi ressemble (Too, €x0) ?
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Limites locales : cas sans bords

Théoréme (Budzinski-Louf 2019)

Soit 0 € [0,3) et & — 0. Soit e une aréte orientée choisie uniformément
sur Tng. On a la convergence en loi suivante :

(Tn,ga e) — T@,

ot Ty est une triangulation infinie du plan.

e Le cas g = 0 (planaire) a été obtenue en 2003 par Angel-Schramm.
e La famille (Tg)yy.1 a été introduite par Curien en 2014. Pour 6 > 0,
SV<3

la triangulation Ty est 'hyperbolique’ : la taille des boules croit
exponentiellement vite, la marche aléatoire est transiente...

e La limite Ty est planaire! Autour d'une aréte typique e de T, g, on ne
'voit' pas le genre. Pourtant g =~ 0n...



La convergence en dessin

Th.g Ty

Figure — L'aréte e; est une aréte choisie uniformément. L'aréte e, est trés
atypique : boule de rayon r (en vert) de genre 1.



Tentative de preuve

e La loi de Ty est caractérisée par les probabilités

IP( @cm)

e On cherche donc a calculer

IP’( @C(Tn,g,€)>: P((Tn,g’e)_ 0’h? >:%

e Pour g =0, c'est facile car on a des formules. Pour g — 400, on est
bloque...

e La limite locale donne la convergence

sl o @)



Limites locales : cas a bords

Théoréme (Lions, 2025+)

. — +00 ~ .. . o
Soit & — 6 € [0, %) et { {; - - . Notons e une aréte distinguée choisie

o(n)

uniformément sur le bord T,z ,. On a la convergence en loi suivante :
(Tng.p>€) = Ho,

ot Hy est une triangulation infinie du demi-plan.

e La limite Hy est la 'version’ demi-plan de Ty.

e Ce résultat est prouvé dans un cadre plus général ol le nombre de
bords n’est pas restreint.
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La convergence version demi-plan en dessin

o)
Tn,g,p Hp

Figure — I'aréte e est choisie uniformément sur le bord de T, g p.



Application : Distances typiques

Théoreme (Budzinski-Chapuy-Louf, 2023)

Soit € — 0 € [0,1). Notons x,,y, deux sommets indépendants choisies
uniformément sur T, ;. Il existe deux constantes cy, Cy > 0, tel que

P(cp log(n) < dr,,, (Xn, ¥n) < Cplog(n)) — 1.

e Les constantes ¢y, Cy > 0 sont, a priori, non optimale.

e Un résultat similaire est obtenue pour le diamétre diam( 7, g).



Application : Distances typiques

Théoréme (Lions, 2025+ )

Soit &£ — 6 € [0, %) Notons x,, y, deux sommets indépendants choisis
uniformément sur T, 5. Il existe une constante cy > 0 telle que

dTn,g (Xn7 yn) (IP)

log(n)  n—+oo -




Application : Distances typique

e Conditionnellement & T, ; et x,, on peut écrire

BI’ n
P(dr, ,(xm yn) < r) = £5L2).

e |l faut comprendre la croissance de #B,(xp) en r.

e Conditionnellement a B,(x,), la triangulation T, z\B,(x,) suit la loi
de Th_o(n),g—o(n),p1,- o~ ON peut donc utiliser la limite locale des
triangulations a bords pour passer de B,(x,) & By1+1(xn)-

AR
D

()
Bry1(2n)\Br(2n)

)V =

B, (z




