
The Brownian Continuum Random Tree
From 1990’s to October 10th 2025… 



Part I

What is a (random) tree ?
Aldous, Le Gall… 90’s
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The stick-breaking construction
Let  be a Poisson process on  with intensity  𝒫 ℝ+ t dt

≈ 1

n



The stick-breaking construction
Let  be a Poisson process on  with intensity  𝒫 ℝ+ t dt



The stick-breaking construction
Let  be a Poisson process on  with intensity  𝒫 ℝ+ t dt



The stick-breaking construction
Let  be a Poisson process on  with intensity  𝒫 ℝ+ t dt



The stick-breaking construction
Let  be a Poisson process on  with intensity  𝒫 ℝ+ t dt



The stick-breaking construction
Let  be a Poisson process on  with intensity  𝒫 ℝ+ t dt

Glue recursively at random, 
take the completion 
Aldous (91): this has the 
law of  𝒯



Constructions of the CRT (continued)

Bertoin 2002:  can be seen as a the continuous tree coding for the genealogy 
of particles undergoing fragmentation.

𝒯
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d’une certaine classe ou bien conditionnés « à être grands », en étudiant
certaines de leurs caractéristiques. Aux frontières de la combinatoire et
de l’informatique, en utilisant des méthodes de fonctions génératrices
et de combinatoire analytique, diverses statistiques de ces arbres
aléatoires ont été considérées, comme le degré maximal, le nombre de
sommets de degré fixé ou encore le profil de l’arbre. Nous renvoyons à
l’ouvrage [Drm09] pour un traitement détaillé.

Figure 2. De gauche à droite : un arbre avec 6 sommets,
sa fonction de contour associée, puis la fonction de contour
(convenablement renormalisée en temps et en espace) d’un
grand arbre de Bienaymé–Galton–Watson (de loi de repro-
duction critique et de variance finie), qui converge en loi vers
l’excursion brownienne.

Au début des années 1990, au lieu de n’analyser que des propriétés
spécifiques, Aldous a eu l’idée d’étudier la convergence de grands
arbres aléatoires (enracinés et ordonnés, voir le paragraphe 3.2 pour
une définition) dans leur globalité. Plus précisément, Aldous [Ald91a] a
expliqué comment voir des arbres aléatoires comme des sous-ensembles
compacts aléatoires de l’espace ¸1 des suites sommables, et a prouvé
dans ce cadre qu’un arbre de Bienaymé–Galton–Watson dont la loi
de reproduction est une loi de Poisson de paramètre 1, conditionné
à avoir n sommets, converge, lorsque n æ Œ, vers un sous-ensemble
compact aléatoire qu’il a appelé Continuum Random Tree, abrégé
en CRT en anglais. Un peu plus tard, Aldous [Ald91b, Ald93], a
proposé une construction simple du CRT à partir de l’excursion
brownienne normalisée (qui peut être informellement vue comme
le mouvement brownien conditionné à revenir en 0 à l’instant 1 et à
rester positif sur [0, 1]), et a démontré que la fonction de contour (voir
Figure 2) renormalisée d’un arbre de Bienaymé–Galton–Watson de
loi de reproduction critique (c’est-à-dire de moyenne 1) et de variance

Le Gall & Duquesne 98:  can encoded by a Brownian excursion𝒯

Albenque & Goldschmidt 2012:  is the unique fixed point of a recursive 
distributional equation into three parts.

𝒯

Bertoin, C. & Riera 2024: Self-similar Markov trees theory…



Critical Percolation Clusters

Youtube : The evolution of the G(n,p) random graph



Critical Percolation Clusters

G(n, m) with m =
n
2

Rescaled large components 

close to being  Brownian CRT 



Building blocks in Liouville Quantum Gravity
Brownian Sphere: 
Le Gall, Miermont, Duplantier, 
Sheffield, Miller, Gwynne…

Simulation by B. Stufler



Part II

Rémy’s algorithm
Rémy 85’

Pitman 06’

Peköz, Röllin, Ross, 14’




Rémy’s alg.
200



Rémy’s alg.
500



Part III

Leaf growth algorithm
With W. Fleurat,A. Twigt, 

And A. Caraceni, C. Marzouk, R. Stephenson



Mecanism

n + 1

k n − k

C(a, b) =
(2a + 1)(2a + 2)(2a + 3 + 3(2b + 1))

(2a + 2b + 2)(2a + 2b + 3)(2a + 2b + 4)

Best of three matches play

C(a, b) ≈ c ( a
a + b )

c(x) = x2(3 − 2x)
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Grow here with proba.


C(n − k, k)

= 1 − C(k, n − k)

Grow here with proba.

C(k, n − k)



A posteriori clear

n + 1

k n − k

Grow here with proba.


C(n − k, k)

= 1 − C(k, n − k)

Grow here with proba.

C(k, n − k)

P(n, n − k) =
Cat(k) ⋅ Cat(n − k)

Cat(n)

+P(k − 1,n − k) ⋅ C(k − 1, n − k)

P(k, n − k) = P(k, n − k − 1) ⋅ C(n − k − 1, k)

+ boundary conditions

C(a, b)???



C(12,0)

C(10,1)

C(3,6)

C(2,
0)

C(0,1)





Credits: A. Caraceni



Elements of Proof





How to construct a stable sphere ? (II)
If L(r) is the sequence of perimeters of cycles at height r then :

Theorem (Bertoin, Budd, C., Kortchemski, ’16)

Under our hypotheses for a 2 (3/2, 2) we have (cheating a little

bit) ✓
L(b`a�2 · tc)

`

◆

t>0

(d)��!
l!•

⇣
X(a)

t

⌘

t>0
,

where X(a)
t “is”a self-similar growth-fragmentation process

(Bertoin).



Back to the CRT

Bertoin 2002:  can be seen as a self-similar Markov tree coding for 
the genealogy of particles undergoing fragmentation: A particle of 
mass  splits into two particles of mass  and  at rate 

𝒯

m xm (1 − x)m
m−1/2 ⋅ (x(1 − x))−3/2
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d’une certaine classe ou bien conditionnés « à être grands », en étudiant
certaines de leurs caractéristiques. Aux frontières de la combinatoire et
de l’informatique, en utilisant des méthodes de fonctions génératrices
et de combinatoire analytique, diverses statistiques de ces arbres
aléatoires ont été considérées, comme le degré maximal, le nombre de
sommets de degré fixé ou encore le profil de l’arbre. Nous renvoyons à
l’ouvrage [Drm09] pour un traitement détaillé.

Figure 2. De gauche à droite : un arbre avec 6 sommets,
sa fonction de contour associée, puis la fonction de contour
(convenablement renormalisée en temps et en espace) d’un
grand arbre de Bienaymé–Galton–Watson (de loi de repro-
duction critique et de variance finie), qui converge en loi vers
l’excursion brownienne.

Au début des années 1990, au lieu de n’analyser que des propriétés
spécifiques, Aldous a eu l’idée d’étudier la convergence de grands
arbres aléatoires (enracinés et ordonnés, voir le paragraphe 3.2 pour
une définition) dans leur globalité. Plus précisément, Aldous [Ald91a] a
expliqué comment voir des arbres aléatoires comme des sous-ensembles
compacts aléatoires de l’espace ¸1 des suites sommables, et a prouvé
dans ce cadre qu’un arbre de Bienaymé–Galton–Watson dont la loi
de reproduction est une loi de Poisson de paramètre 1, conditionné
à avoir n sommets, converge, lorsque n æ Œ, vers un sous-ensemble
compact aléatoire qu’il a appelé Continuum Random Tree, abrégé
en CRT en anglais. Un peu plus tard, Aldous [Ald91b, Ald93], a
proposé une construction simple du CRT à partir de l’excursion
brownienne normalisée (qui peut être informellement vue comme
le mouvement brownien conditionné à revenir en 0 à l’instant 1 et à
rester positif sur [0, 1]), et a démontré que la fonction de contour (voir
Figure 2) renormalisée d’un arbre de Bienaymé–Galton–Watson de
loi de reproduction critique (c’est-à-dire de moyenne 1) et de variance



Locally largest fragment
Locally largest fragment is the (pssMp)  process  such that  
•  
•The instantaneous jump measure is law of  under 

 
• Absorbed at 

Z
Z0 = 1

−Zx
Z−1/2 ⋅ dx(x(1 − x))−3/21x<1/2
0

Dense set of negative jumps
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Back to the CRT

A particle of mass  splits into two particles of mass  and  at rate m xm (1 − x)m
m−1/2 ⋅ (x(1 − x))−3/2

Self-Similar Markov trees, see Bertoin, C., Riera 2024

Locally largest fragment is the (pssMp)  
process  such that  
•  
•The instantaneous jump measure is 
law of  under 

 
• Absorbed at 

Z
Z0 = 1

−Zx
Z−1/2 ⋅ dx(x(1 − x))−3/21x<1/2

0
Reproduction : negative jumps of . 
Each reproduction event starts an independent locally largest 
fragment. Iterate. Glue.

Z



The winner takes it all

C(a, b) =
(2a + 1)(2a + 2)(2a + 3 + 3(2b + 1))

(2a + 2b + 1)(2a + 2b + 2)(2a + 2b + 3)

n

ℓn rn

The process  is a Markov chain such that 
•   
•one of  or  is eventually constant, the other takes it all 
•But sometimes, both processes grow large.

(ℓn, rn)n≥1
ℓn + rn = n − 1

ℓ r

When both  and  are large, say 

 
Then the history to reach  those values  
is deterministic in the fluid limit

ℓn rn

ℓn = xn and rn = (1 − x)n



The winner takes it all

n

ℓn rn

Fix . Conditionally on  
 

Then we have  

x > 0
ℓn = xn and rn = (1 − x)n

(n−1ℓnt, n−1rnt)t∈[0,1]
(ℙ)

n→∞
(f(x, t), f(1 − x, t))t∈[0,1]

@f

@t
= c(f/t). (8)

The initial condition is fx(1) = x, because U i
n = xn = nfx(1) by our heuristic. We solve the resulting

system.

Proposition 4.1. Let c(t) = t2(3� 2t). For all x 2 [0, 1], the function fx : R+ ! R given by

f(x, t) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

t

⇣
t(1�2x)

2�
p
t

q
t�1+

1
(1�2x)2

(1�2x)
2
+4(1�x)x

⌘

2t(1�2x)2+8(1�x)x
if x 6 1

2
,

t

⇣
t(1�2x)

2
+
p
t

q
t�1+

1
(1�2x)2

(1�2x)
2
+4(1�x)x

⌘

2t(1�2x)2+8(1�x)x
if x > 1

2
,

(9)

is the unique solution to the system

8
<

:

@fx
@t

= c(f(x, t)/t) for all t 2 R+,

fx(1) = x.
(10)

Proof. The fact that fx is a solution can be checked by direct derivation. The uniqueness of the solution

on [0, 1] can be checked by Grönwall’s lemma, with a slight detour. Let " > 0. Suppose gx : [0, 1] ! R is

another solution. Naming u(1� t) = (fx � gx)(1� t) for 1� t > ", we have

@u

@t
(1� t) =

✓
gx(1� t)

1� t

◆
2
✓
3� 2gx(1� t)

1� t

◆
�
✓
fx(1� t)

1� t

◆
2
✓
3� 2fx(1� t)

1� t

◆
2

= u(1� t)(1� t)�3(3(1� t)(fx + gx)(1� t)� (f2

x + fxgx + g2x)(1� t))

= u(1� t)�(1� t)

Then,

u(1� t) 6 u(1) exp
⇣Z

t

0

�(1� s)ds
⌘
6 (fx � gx)(1) exp

⇣Z
1

1�t

��(s)ds
⌘
= 0 for all t 2 [", 1], .

since
R
1

"
��(s)ds < 1 and fx(1) = gx(1) = x. Since this is true for all for all " > 0, we conclude that

the solution is unique on (0, 1]. Since limt!0+ f(x, t) = 0 and unicity on [0, 1], we have limt!0+ gx(t) = 0,

thus concluding the proof.

Remark (Behavior around 1

2
). At x = 1

2
, we have

f(
1

2
, t) =

t

2
.

This makes sense, because if we condition U i
n = n

2
, then with high probability there exists j 6= i such that

U j
n ⇡ n

2
, since in our final CRT we will almost surely only encounter binary splits. By symmetry in the

urns, it is then logical to see that the trajectories follow practically linear behavior.

Remark. For di↵erent values of x 2 (0, 1)
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Particle  splits into 2 particles  and  at rate  m xm (1 − x)m m−1/2 ⋅ (x(1 − x))−3/2

xm (1 − x)m

m′￼ < m
x′￼ = Fmagic(x, m, m′￼)
Suppose there exists

Pushforward of  by  is  m−1/2 ⋅ (x(1 − x))−3/2dx Fmagic (m′￼)−1/2 ⋅ (x′￼(1 − x′￼))−3/2dx′￼

x′￼m′￼ < (1 − x′￼)m′￼ <

Fmagic(x, m, m′￼) = f (x,
m′￼

m ) 1
m

Works ! (Clear A posteriori)



s

Trimming the CRT
Z1

t

→ (Z(t) : t ∈ [0,1])

t′￼

If  performs a jump of  at time   

then  performs a jump of  

 

(SDE pure jump).

Z xZs− s > 0
Z(t)

s

f (x,
Z(t)

s−

Zs− ) 1
Zs−

⋅ Zs−

Then for each  the process  has the law of a locally largest  
fragment but started from  instead of   
Iterate inside each branch. Glue -> 

t ∈ [0,1] Z(t)

t 1.
(𝒯t)t∈[0,1]


