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ARG
Bigebre de Hopf

Definition
Soit K un corps. Une bigebre est un K-espace vectoriel B muni :
@ d'une produit u: BB — B
o d'une unité n: K — B
@ d'un coproduit A: B— B® B
@ d'une counité ¢ : B —> K
tels que (B, p,n) soit une algebre, (B, A, €) soit une cogebre et

A(u(x,y)) = pulxt, y1) @ p(xe, y2),¥x,y € B,

ol A(x) = x1 @ x2 et A(y) = y1 ® yo.
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Théoreme de rigidité Bigébre de Hopf et limite

Exemple : |'algebre des polynomes

Soit C un corps de caractéristique 0 et (C[X], x) I'algébre des polynémes
en une variable (avec le produit usuel).

Cet algébre munie du coproduit suivant forme une bigebre (de Hopf) :

A(XF) = }k: <k> X'e Xk
/ .

I=0
et
A(P(X) x Q(X)) = A(P(X))(x © x)A(Q(X))
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Théoreme de rigidité

Exemple : |'algebre des polynomes
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Théoreme de rigidité Bigébre de Hopf et limite

Autre exemple : |'algebre des mots

Soit V un alphabet et VT I'espace vectoriel des mots non vides sur V,

muni du produit de concaténation - et du coshuffle A donné sur tout mot
non vide u = uy ... u, par:

Au) = Z Up oo U @ Uj ..U,

ki1 <...<ig 1 <ooo<Jn—k
u,-l...u,-kﬂuj-l..,uj-nil(:@

(VT,-, A) est alors une bigebre de Hopf.
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Théoreme de rigidité

Autre exemple : |'algebre des mots

21 A

12421 —2—1®2+4291
\/7
iA

12 A
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Théoreme de rigidité

Considérons maintenant la déconcaténation A,. La concaténation et la
déconcaténation vérifient :
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Théoreme de rigidité Bigébre de Hopf et limite

Considérons maintenant la déconcaténation A,. La concaténation et la
déconcaténation vérifient :

k—1
A(u-v)=A(u1...ukv1...v/)=Zu1...u,-®u,-+1...ukv1...v/+u®v
i=1

-1
+ Up...UgVvi...Vi Q@ Vigr ... V.
i=1
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Théoreme de rigidité Bigébre de Hopf et limite

Considérons maintenant la déconcaténation A,. La concaténation et la
déconcaténation vérifient :

k—1
A(u-v)=A(u1...ukv1...v/)=Zu1...u,-®u,-+1...ukv1...v/+u®v
i=1

-1
+ Up...UgVvi...Vi Q@ Vigr ... V.
i=1

Alu-v)=u@v+A(u) @A(u)2- v+ u-A(v) @ A(v),.

[ AN
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Bigebres généralisées

Définition

Une bigebre généralisée H est un C-espace vectoriel muni :
e d'un produit , j1: H?> — H
e d'un coproduit A, A : H — H?

@ d’une relation de compatibilité reliant produit et coproduit :

Aoy = Z (m®mp)ooo(di®dy) (1)
N:ar(m1)+ar(m2)zecoar(d1)+coar(d2)
oeGp
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Théoreme de rigidité
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Théoreme de rigidité

Réversibilité des opérations

Question J

Quand a-t-on la réversibilité des produits et coproduits ?
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Historique

PN
C P 0
Com | Com Hopf [Borel]
As As | n.u.i [Loday, Ronco]
As Zinb [Burgunder]
NAP | PreLie [Livernet]
Dend | Dend [Foissy]
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Théoreme de rigidité

Question

Question [Loday] J

Est-ce toujours le cas?
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Théoreme de rigidité

Réponse

Oui !
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Réponse

Oui !

Théoreme (B., D.-0.)

Pour tout "type” de produit, il existe un coproduit et une relation de

compatibilité tel que toute bigebre vérifiant ses relations et conilpotente
Vvérifie la réversibilité.
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Especes
Définition (Joyal)

Une espéce F est un foncteur de la catégorie des ensembles finis et

bijections dans elle-méme. Elle associe a un ensemble fini | un ensemble
fini F(1) indépendant de la nature de I.

Exemples

e {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)} (espece L des
listes sur {1,2,3})

agd dasb dust gy

arbres enracinés A)

Ces ensembles sont les images par des espéces de {1, 2, 3}.

v

B. Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) Théoreme de rigidité Journées GT Combalg 2016 16 / 31



G TGRS
Especes
Définition (Joyal)

Une espéce F est un foncteur de la catégorie des ensembles finis et

bijections dans elle-méme. Elle associe a un ensemble fini | un ensemble
fini F(I) indépendant de la nature de I.

Exemples

o{(@ﬁ&) (0,8, 8),(6,0,&%), (6% ), (&% O 0) (%6 0)}
(espece LL des listes sur {&, 0, d})

(agd el bl s

arbres enracinés A)

Ces ensembles sont les images par des especes de {&, O, M}.

4
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e g U
Ve
Opérade

Définition
Une opérade P est une structure algébrique modélisant les relations
vérifiées par les produits d'une algébre. Elle est donnée par :

@ une espéce P,

@ une application vy : PoP — CP.

2 o) ale ao e ae
© @ @ @ @
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Algebre et cogebre sur une opérade

Soit O une opérade.

Définition

Une algebre sur O est un espace vectoriel A muni d’une famille de
morphismes O(n) ®g, A" — A. La O-algebre libre sur V' est notée O(V).
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Algebre et cogebre sur une opérade

Soit O une opérade.

Définition

Une algebre sur O est un espace vectoriel A muni d’une famille de
morphismes O(n) ®g, A" — A. La O-algebre libre sur V' est notée O(V).

Une cogébre sur O est un espace vectoriel C muni d’une famille de
morphismes & p-équivariant v : O(n) @ C — C®". La O-cogébre libre sur
V' est notée O°(V).

v
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Algebre et cogebre sur une opérade

Soit O une opérade.

Définition

Une algebre sur O est un espace vectoriel A muni d’une famille de
morphismes O(n) ®g, A" — A. La O-algebre libre sur V' est notée O(V).

Une cogébre sur O est un espace vectoriel C muni d’une famille de
morphismes & p-équivariant v : O(n) @ C — C®". La O-cogébre libre sur
V' est notée O°(V).

v

La donnée de 4" est équivalente a la donnée de AL : C — O*(n) ®g, C"
ou O*(n) = Hom(O(n),K) (coopérade duale).
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Théoreme de rigidité

Etant donnée une O-cogebre C, la cofiltration (C,),>1 est définie par :
Ch = {x|V6 € O(n+1),0(x) = 0}.

(i est I'espace vectoriel des éléments appelés primitifs.
C est alors conilpotente si C = Up>1G,.
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Théoreme de rigidité

Etant donnée une O-cogebre C, la cofiltration (C,)n>1 est définie par :
Ch = {x|¥6 € O(n+1),4(x) = 0}.

(i est I'espace vectoriel des éléments appelés primitifs.
C est alors conilpotente si C = Up>1C,.

Théoreme (B., D.0.)

Soient A et B deux opérades ayant la méme espéce sous-jacente, alors il
existe (au moins) une relation de compatibilité (\) telle que toute
A-coB-(\)-bigébre conilpotente H soit libre et colibre sur ses éléments
primitifs.

H = A(Hy) = BS(Hy).
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Schéma de la preuve

@ Le caractere d'une représentation de &, est a valeurs dans les entiers
donc il existe une famille d'isomorphismes de &,-modules

©n  A(n) — B*(n) = A*(n)
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Schéma de la preuve

@ Le caractere d'une représentation de &, est a valeurs dans les entiers
donc il existe une famille d'isomorphismes de &,-modules
©n  A(n) — B*(n) = A*(n)

@ La donnée d'une telle famille donne une relation de compatibilité par :

do :U’(plﬂ R p") = Z <507 (,0”(/,6» Xo(1) @ .. @ X,
Sn

pour § € B(n), i € A(n) et p; primitifs.
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Théoreme de rigidité Réversibilité et théoreme de rigidité

Schéma de la preuve

@ Le caractere d'une représentation de &, est a valeurs dans les entiers
donc il existe une famille d'isomorphismes de & ,-modules
on  A(n) — B*(n) = A*(n)

@ La donnée d’une telle famille donne une relation de compatibilité par :

dopu(pt,...,pn) = Z (67, (1)) Xo(1) @ - @ Xop,
Shn

pour 0 € B(n), p € A(n) et p; primitifs.
e Hy=H,_ 18 M,, ot M, ={pu(p1,---,pn)lp € A(n), p; € H1} donc il
est possible de définir la projection e sur H; parallele aux M,
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© Cas dual

@ Coproduit dual
@ Cas Prelie
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Coproduit dual

Considérons une algebre (D, x) et B une base de D (en tant qu'ev)
Définition (B., D.-O.)
La coproduit dual est donné sur un élément x € B, par :

Ax)= Y _ 1 %4

cae X (c xd)
x*(cxd)#0
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e
Coproduit dual

Considérons une algebre (D, x) et B une base de D (en tant qu’ev).
Définition (B., D.-O.)
La coproduit dual est donné sur un élément x € B, par :
1
AX)= Y, ——c®d

o/ x*(c x d)
x*(cxd)#0

Exemples de coproduits duaux

La déconcaténation est le dual de la concatenation. Tout comme le produit
et le coproduit présenté sur C[X].
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Base compatible

Définition

La base B est compatible si I'action du groupe symétrique commute avec
le coproduit défini par rapport a B.
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e
Base compatible
Définition

La base B est compatible si I'action du groupe symétrique commute avec
le coproduit défini par rapport a B.

Exemple d'une base qui n'est pas compatible : algébre de Lie
Base de Lyndon : En arité inférieure 3 3 : 1, [1,2], [1,[2,3]] et [[1, 3], 2]
A([1,[2,3]) =1®[2,3] -3®[1,2] + [1,2] ®3 —[2,3] ®1
A([1,3],2]) =3®[1,2] —2® [1,3] + [1,3] ®2 — [1,2] ® 3
A((312) 0 [L[2,3]]) = A3 [1,2]]) = A([L.3],2]) — A([L, [2,3])
#(312) O A([1,[2,3]])
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Théoreme de rigidité

Proposition (B., D.-O.)

Un coproduit obtenu par dualité par rapport a une base compatible est
"réversible” (i.e. satisfait un théoréme de rigidité).
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Historique (mis a jour)

2PN

C P 0
Com | Com Hopf [Borel]

As As | n.u.i [Loday, Ronco]

As Zinb [Burgunder]
Zinb Zinb 0 zinb

Leib Leib QLeib
NAP | PreLie [Livernet]
PreLie | PrelLie O preLie
NAP | NAP Onap
Dend | Dend [Foissy]

- - 70 Dend (*)
DUp Dend QDup7 Dend
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Coproduit prelie dual

@ @
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Coproduit prelie dual
@ @

Coproduit dual

Le coproduit dual par rapport a la base (compatible) des arbres enracinés
du produit prelie sur une algebre prelie libre est donnée par toutes les
facons de supprimer une aréte de |'arbre.
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Cas Prelie

Dans le cas Prelie, les relations de compatibilité sont données par :
A(T 2 5) =#Tx T®5+(T 2 51)@52+(T1 2 5)® T2—|—T1®(T2 2 5),

WA(T)=Ti®@Tret A(S)=5®S,.

bi\ RANNR
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Application : Arbres partitionés [Foissy| (= Arbres enracinés gras
reliés aux hyperarbres décorés par p/eﬁv

6 7

1 2 3]

Le coproduit suivant satisfait la relation de compatibilité voulue :

A(T) = Z%R(T {e}) ® L(T - {e})

e:a—b
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Perspectives

@ Théoreme de structure
o Cas Lie

@ D’autres exemples
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Merci de votre attention!
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