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Algébre des mots

Algébres de e el
[ Définition

driformes

Soit X un ensemble. On note X* 'ensemble des mots finis
sur X :

Pierre CATOIRE

X* = {x1...x |k €N, x1,...,xc € X).

Le mot vide est noté 1.
On note T(X) le K-ev engendré par X*.

X = 10,1},

0110010001 € X*,
A-01011+p-1101 € T(X).
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Algébres de 0 Introduction
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE @ Définitions de dendriforme et tridendriforme

Tridendriforme
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Exemple du produit de battage

Algébres de
Hopf triden-
driformes

X1Xp LI X3X4 = X1 XpX3X4 + X1 X3X2X4 + X1 X3X4XD

+ X3X1 XpXq + X3X1XqX2 + X3X4X1XD.
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Qu’est-ce qu’une algébre dendriforme ou
tridendriforme ?

Définitions des battages

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Définition (battages)

Soit m, n € N. On appelle (m, n)-battage un élément
o€ S, telque:

o(l)<---<o(m)eto(m+1)<---<a(m+n).

On note bat(m, n) 'ensemble des (m, n)-battages.

7174



Qu’est-ce qu’une algébre dendriforme ou
tridendriforme ?

Définitions des battages

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Définition (battages)

Soit m, n € N. On appelle (m, n)-battage un élément
o€ S, telque:

o(l)<---<o(m)eto(m+1)<---<a(m+n).

On note bat(m, n) 'ensemble des (m, n)-battages.

\

Exemple (bat(2, 2))
{(1234),(1324),(1423),(2314),(2413),(3412)}.
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Action des battages

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Définition (SWEEDLER, 1969)

Soit X un alphabet. On munit T(X) du produit LU est définie
par :

X1 X W X1 o Xierl = Z Xo=1({1}) """ XoL({k+1})-
oebat(k,!l)

L'unité est le mot vide 1. On appelle LU le produit de battage.l
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Dendriforme

Via les battages

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE Définition (produits < « gauche » et > « droit »)

On définit pour tout x, x” € T(X) avec x = x7 ... X, et
/ .
X = Xk41 - Xkl ¢

X<X,: Z Xo’l(]_)"‘XU’l(k+1)’
oebat(k,!l)
o 1(1)=1

X > X/ = Z Xo‘_l(l)"'xo‘_l(k+l)’

oebat(k,!l)
o 1(1)=k+1

Ainsi LI =< + >.
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Dendriforme

Exemples

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE Remarque

@ x < x’ «— la premiére lettre vient de x.

Tidendriorme @ x > x’ «— la premiére lettre vient de x’.
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Dendriforme

Exemples

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE Remarque

@ x < x’ «— la premiére lettre vient de x.

Tridendriforme @ x > x' «— la premiére lettre vient de x’.

X1 X LI X3Xg4 = X1 Xp < X3X4 + X1 X2 > X3X4

X1 X2X3X4q + X1 X3X2Xq + X1 X3X4XD

+ X3X1X2X4 + X3X1 X4X2 + X3X4X1 XD,
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Dendriforme

Définition

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE Définition (algebre dendriforme, J.A RoBiNnsON, 1965, M.
RonNco, 1999)

Soit V un [K-espace vectoriel muni de deux opérations
binaires < et > vérifiant pour tout x,y,z€ V :

(x<y)<z=x<(y*2),
(x>y)<z=x>(y<2),
(x*y)>z=x>(y>2),

ol * =< + > est associative.
(V,<,>) est appelée une algébre dendriforme.

11/74



Exemples du produit de battage contractant

Algébres de

Hopf triden- On munit X d’une loi - associative :

driformes
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Exemples du produit de battage contractant

Algébres de

Hopf triden- On munit X d’une loi - associative :

driformes

Pierre CATOIRE

X1 X> [ X3x4
=X1X2X3X4 + X1 X3X2X4q + X1 X3X4XD + X3X1XpX4q + X3X1X4XD

+X3X4X1 X2
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Exemples du produit de battage contractant

Algébres de

Hopf triden- On munit X d’une loi - associative :

driformes

X1 X2 [ X3X4
=X1X2X3X4 + X1 X3X2X4q + X1 X3X4XD + X3X1XpX4q + X3X1X4XD
+X3X4X1 X2+X1 (X2 X3)X4 + (X1 - X3)X2X4 + (X1 - X3)(X2 - X4)

+(x1 * X3)X4X2 + X1X3(X2 - Xg) + X3(X1 - Xg)x2 + X3X1 (X2 * X4)-
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Définition des battages contractants

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Fierre CaToirs Définition (battages contractants)

Soit m, n € N. On appelle (m, n)-battage contractant tout
o:[1,m+n] > [1,m’] avec m’ e Net:

o(l)<---<o(m)eto(m+1)<---<a(m+n).
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Définition des battages contractants

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Fierre CaToirs Définition (battages contractants)

Soit m, n € N. On appelle (m, n)-battage contractant tout
o:[1,m+n] > [1,m’] avec m’ e Net:

o(l)<---<o(m)eto(m+1)<---<a(m+n).

.

Exemples (batc(2, 2))

(1234), (1324), (1423), (2314), (2413),
(3412), (1223), (1213), (1212), (1312),
(1323), (2312), (2313)

.
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Action des battages contractants

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Définition
Soit (X, ) semi-groupe. On munit T(X) du produit (1] défini
par :

X1+ X W Xpepq o Xy = Z Xo=1({1}) """ Xo~1({max(0)})
oebatc(k,!l)

OU X{n,m} = Xp - Xm PoUr n < m. L'unité est le mot vide 1.
On appelle [ le produit de battage contractant.
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Tridendriforme

Via les battages contractants

Algébres de e el . . .
Hopf triden- Définition (produits < « gauche », - « milieu » et > « droit »)

driformes

On munit X d’un produit associatif. On définit pour tout
x,y € T(X)avec x = xq1... X, €t X' = X1+ Xpeq

Pierre CATOIRE

x<x' = Z Xo-1({1}) - - - Xo-L({k+L})
oebatc(k,l),

o (1h=(1)
x>x'= ) Xy Yot ety

oebatc(k,l),
o ({1)={k+1}

=) KoKk

oebatc(k,!l),
o 1 ({1)={1,k+1}

ol [ =<+-+>.
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Tridendriforme

Exemples

Algébres de
Hopf triden-
driformes Remarque

Pierre CATOIRE

@ x < x’ «— la premiére lettre vient uniquement de x.

@ x > x’ «— la premiére lettre vient uniquement de x’ .

Tridendriforme

@ x-x’ «— la premiére lettre vient des deux mots.
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Exemples

Algébres de
Hopf triden-
driformes Remarque

Pierre CATOIRE

@ x < x’ «— la premiére lettre vient uniquement de x.

@ x > x’ «— la premiére lettre vient uniquement de x’ .

@ x-x’ «— la premiére lettre vient des deux mots.

X1 X> [ X3X4
=X1X2 < X3Xg4 + X1 X2 X3X4 + X1 X2 > X3Xy4
=X1X2X3X4 + X1 X3X2X4q + X1 X3X4XD + X3X1XpX4q + X3X1X4XD
+X3X4X1 X2 + X1 (X2 X3)X4 + X1 X3(X2 - Xa)+(X1 - X3)(X2 - X4)

(X1 - Xx3)X4%0 + (X1 - X3)X2X4 + X3(X1 - X4)X2 + X3X7 (X2 - X4).
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Tridendriforme

Définition

Qf;rbtr.ﬁ;e. Définition (algébre tridendriforme, ~2000)

driformes

Soit V un [K-espace vectoriel muni de trois opérations
binaires <, - et > vérifiant pour tout x,y,z€ V :

Pierre CATOIRE

(x<y)<z=x<(y*2),
(x>y)<z=x>(y<2),
(x*y)>z=x>(y > 2),
(x>y)-z=x>(y-2),
(x<y)-z=x-(y>2)
(x-y)<z=x-(y<2),
(x-y)-z=x-(y-2)

ou * =< + -+ > est associative.
(V,<,-,>) est appelée une algébre tridendriforme.

v,
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'algébre tridendriforme libre ?
Début d’enquéte

Algébres de
Hopf triden-
driformes
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'algébre tridendriforme libre ?
Début d’enquéte

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Est-ce qu’il s’agit de l'algébre tridendriforme sur les mots?
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Algébres de
Hopf triden-
driformes

Est-ce qu’il s’agit de l'algébre tridendriforme sur les mots?

Probléme :

Va,beT(X),a<b=b>al

18/74



'algébre tridendriforme libre ?
Début d’enquéte

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Est-ce qu’il s’agit de l'algébre tridendriforme sur les mots?

Probléme :
Va,beT(X),a<b=b>al

Ce n'est pas l'algébre tridendriforme libre!
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Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

@ Lalgébre tridendriforme libre
@ Arbres de Schroder

Tridendriforme @ Descriptions des produits
libre
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Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

@ Lalgébre tridendriforme libre
@ Arbres de Schroder
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Arbres de Schroder

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

.
()

{\V\O\V}
T3 = (N SO N NN NN N

Définition

Pour tout n € IN, T,, désigne l'ensemble de ces arbresa n+1
feuilles.
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Arbres de Schroder

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

A

Ta={‘%VWWWWWWYYY}-

Définition

A\

Pour tout n € IN, T,, désigne l'ensemble de ces arbresa n+1
feuilles.

v,
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Opérateur de greffe

Algébres de
Flopt iricen- On note V l'opérateur de greffe. Pour tout k € N, k > 2, pour

Pierre CaToIRe tout ty,..., tx des arbres par:

t1 V-Vt = la greffe de tq,..., t, sur une racine commune.
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'algébre tridendriforme libre
Des résultats de J-L.LobAy et M.Ronco

Algébres de L N
Hopf triden- Théoreme (2002)

driformes

L'algébre tridendriforme libre générée par un élément est :

Pierre CATOIRE

Tridend(KK) := EB KT,,.

n>1

Le générateur est Y. Les opérations binaires sont données
par:

x<y=xVv.v(xsy),
X-y:X(l)v...v(x(k)*y(l))\/...Vy(l),

x>y:(x>ey(1))v---Vy(l),

ot x = xMv...vxk) ety:y(l)v---Vy(l), en posant
|*t =1t =t=| pour tout t.
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'algébre tridendriforme libre

Quelques calculs cauchemardesques

Algébres de
Hopf triden-
driformes
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'algébre tridendriforme libre

Quelques calculs cauchemardesques

Algébres de
Hopf triden-
driformes

YrY =Y <Y +Y Y +Y>Y
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'algébre tridendriforme libre

Quelques calculs cauchemardesques

Algébres de
Hopf triden-
driformes

VY =Y <Y+Y - Y+Y>Y
=(VEY =D +HAVA=D VD + (= Y) V)
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'algébre tridendriforme libre

Quelques calculs cauchemardesques

Yoy =

Y Y AY Y Y Y
=(VEY =D +HAVA=D VD + (= Y) V)

YR

Y =0 YV
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'algébre tridendriforme libre
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Y Y AY Y Y Y
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VLY
Y=YV
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v
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'algébre tridendriforme libre
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'algébre tridendriforme libre

Augmentation

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

On ajoute a Tridend(KK) une unité pour * que l'on note |.

Notons :
A=K|e PKT,.

n>1
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Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

@ Lalgébre tridendriforme libre

@ Descriptions des produits
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Représentation en peigne des arbres

Algébres de

e Soit t un arbre. On va remarquer que t peut-étre vu comme
rirormes
un peigne « droit » ou « gauche » :

Pierre CATOIRE

kK 4k
tl DY tnk

ol k € N.
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Représentation en peignes des arbres

Algébres de
Hopf triden- . . ~ . 2
driformes Notation : Soit F = t; --- t,, une forét constituée de n arbres.

Pierre CATOIRE On identiﬁe .

Fa AT

Fk+1
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Exemples de la représentation en peigne

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE
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Exemples de la représentation en peigne

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Q

oV:F\Q?/:K(F ot F=YetQ=|

oUH=YY,Q=|etF=Y]
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Action des battages contractants

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Soit t, s deux arbres tous deux distincts de | :

Frst

Fk+2
Fk+1

ou pour tout i € [1,k + (], F; est une forét.
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Action des battages contractants

Battages d'arbres

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Soit o € batc(k, ) tel que Im(o) =[1,n] :
@ On part de 'arbre suivant :
+Noeud n

Noeud 2
Noeud 1
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Action des battages contractants

Battages d'arbres

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Soit o € batc(k, ) tel que Im(o) = [1,n] :
@ On part de 'arbre suivant :
#Noeud n
|

Noeud 2
Noeud 1

@ Pour i€ [1,k], on greffe F; a gauche du nceud o(i).

© Pouri€[k+1,k+!], on greffe F; a droite du nceud of(i).

L'arbre obtenu est o(t, s).
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Exemples de battages d’arbres

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Considérons o = (1323) € batc(2, 2).
F> Fq
Prenons t = Fl\P/ets: F3,alors:
o(t,s)=

33/74
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Exemples de battages d’arbres

Algébres de
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Exemples de battages d’arbres

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Considérons o = (1323) € batc(2, 2).
F> Fy4
Prenons t = f1

D
P
%]

Il
W
L
o
=
(7]
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Exemples de battages d’arbres

Algébres de
Hopf triden-
driformes
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Description des produits

Produit de battages des arbres

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Théoréme (P.C. (2022), B.DELCROIX-OGER, E.BURGUNDER
(2023))

Soit t, s deux arbres tous deux distincts de |. Alors :

Pierre CATOIRE

txs = Z o(t,s).
oebatc(k,!l)
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Description des produits

Produit de battages des arbres

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Théoréme (P.C. (2022), B.DELCROIX-OGER, E.BURGUNDER
(2023))

Soit t, s deux arbres tous deux distincts de |. Alors :

Pierre CATOIRE

txs = Z o(t,s).
oebatc(k,!l)

Y =YYy
=Y+ +Y.
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Descriptions des produits

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Soit t,s deux arbres tous deux distincts de|. Alors :

t<s= Z o(t,s),

oebatc(k,!l)
o1 ({1)={1}
t>s= Z o(t,s),

oebatc(k,!l)
o ((1))={k+1)

Pierre CATOIRE

t-s= Z o(t,s).

oebatc(k,!)
oL ({1])=(Lk+1)
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© Algebre de Hopf
@ Bigébre
i @ (3,2)-dendriforme
opi
@ Axes d’études
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Coupe admissible

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Soit t un arbre.

@ Une coupe est un choix non-vide d’arétes internes de t.
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Algébres de
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driformes Définition

Pierre CATOIRE

Soit t un arbre.

@ Une coupe est un choix non-vide d’arétes internes de t.
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o La portion de t contenant la racine de t est notée R¢(t).
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Pierre CATOIRE

Soit t un arbre.

@ Une coupe est un choix non-vide d’arétes internes de t.

@ coupe admissible : \§</ \<</>/ \/

o La portion de t contenant la racine de t est notée R¢(t).

(] Les autres sont notées :
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ordonnés naturellement de gauche a droite.
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Coupe admissible

Algébres de
Hopf triden- e ..
driformes Définition

Pierre CATOIRE

Soit t un arbre.

@ Une coupe est un choix non-vide d’arétes internes de t.

@ coupe admissible : \§</ \<</>/ \/

o La portion de t contenant la racine de t est notée R¢(t).

(] Les autres sont notées :
PL(t),...,P(t),

ordonnés naturellement de gauche a droite.

On note Adm(t) 'ensemble des coupes admissibles de t.
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Exemple de coupe

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE
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Description du coproduit

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Théoréme (P.C., 2022)

Le coproduit de A faisant de (A, *,|, A, €) une bigébre
graduée connexe et respectant la structure tridendriforme
est donné par la formule suivante pour tout t arbre :

A(t) = Z P(t)®RE(t)+|®@t+t®|,
ceAdm(t)

Al) =18,

ol PE(t) = Py (t)=---xPc(t).
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Exemples de coproduit

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE
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Exemples de coproduit




Exemples de coproduit

g
Hopf triden-
driformes

Yo Y +(Y V)oY
:V®|+I®V+Y®(\<(+\f/)
+(Y+Y+Y)®Y.




Algébres de

Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

© Algebre de Hopf

@ (3,2)-dendriforme

3,2)-dendriforme
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Séparation du coproduit

Définitions

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

On note Adm, (t) les coupes de Adm(t) telle que la feuille
droite de t n'est pas sur R¢(t).

Proposition

On munit l'algébre tridendriforme (A, <, -,>) des
demi-coproduits suivants :

A_(t)= Z PE(t)®RE(t) +t®,

ceAdm(t)

AL (1) = ) PUWeR(t)+|et.
ceAdm(t)\Adm,(t)

A\
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Exemples
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Cogebre codendriforme

Définition

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE Définition (Cogebre codendriforme, L.Foissy, 2007)

Une cogébre codendriforme est une famille (C,A_,A_,)
telle qu’en posant A = A_, + A_, ces applications vérifient :
(A_®Id)oA_ = (ld®A) oA_,
(AL®Ild)oA_ =(Id®A_)oA_,,
(A®Id)oA_, =(Id®A_)oA_,.

Remarque

(A*,A_,,A_) est une cogébre codendriforme.
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Exemple de bigebre (3, 2)-dendriforme

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Proposition (P.C., (2022))
(A, <>, A_,A_, €) est une bigebre (3, 2)-dendriforme.

Une relation requise :

A_(a<b)=a'+b. ®a” <b/ +a’+b®a”+b, ®a <b/ +b®a.
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Algébres de

Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

© Algebre de Hopf

@ Axes d’études
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Etude du dual gradué

Qu’est-ce que c’est?

Algébres de
Hopf triden-
driformes

NI Si A est une bigebre de dimension finie, A* est aussi une
bigebre de dimension finie.
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Etude du dual gradué

Qu’est-ce que c’est?

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CAToIRE Si A est une bigébre de dimension finie, A* est aussi une
bigebre de dimension finie.

Probléme : faux en dimension infinie.

Solution : le dual gradué.

Définition

SiA= @An ou A, est de dimension finie, on pose :

neN
A® = (DA,

neN
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Importance des primitifs

Définition

Algébres de

Hopf triden-

driformes e .. ) .
Définition (Primitifs)

Pierre CATOIRE
Soit (H,m, 1, A, ¢) une bigébre. On définit pour tout x € H :
AX)=A(x)-1®@x-x®1.

On note Prim(H) 'ensemble suivant :

Prim(H) := {x e H|A(x) = 0}.
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Importance des primitifs

Définition

Algébres de
Hopf triden-
driformes

e Gt Définition (Primitifs)

Soit (H,m, 1, A, ¢) une bigébre. On définit pour tout x € H :

AX)=A(x)-1®@x-x®1.

On note Prim(H) 'ensemble suivant :

Prim(H) := {x e H|A(x) = 0}.

.

N eprimAyet Y - ePrim(A).

V.
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Importance des primitifs

La raison

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Théoreme (de Cartier-Quillen-Milnor-Moore, 1965)

Supposons que K est un corps tel que car(K) = 0. Soit H
une algebre de Hopf graduée, connexe, cocommutative.
Alors :

H ~ U (Prim(H)).

Remarque
Ce théoreme est faux en caractéristique p.
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Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

e Etude de son dual gradué.
e Etude des primitifs.

o Lien avec les algebres de Rota-Baxter.
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Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

© Axes d’études
e Ftude du dual gradué
e Etude des primitifs
@ Algebres de Rota-Baxter

Axes d'études
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Algébres de
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driformes

Pierre CATOIRE

© Axes d’études
e Ftude du dual gradué

Etude du du
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Foudroiement d’arbres

Exemples

Algébres de
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Foudroiement d’arbres
Exemples




Coproduit de foudre

Définition

Algébres de
Hopf triden- ,
driformes Définition

Pierre CATOIRE

On pose pour t un arbre, nf(t) le nombre de feuilles de t :

Ay (t)= éi(t)(l) ® 4 i(t)(z)'

Etude du dual gradué
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Foudroiement successifs

Coassociativité

Algébres de
Hopf triden-
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Foudroiement successifs

Coassociativité

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

7
N )/
H

Y{X = (VYY)
VoV - (YYY)

L'opérateur A, est coassociatif.
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Opérateur de greffe sur les feuilles

Algébres de

el Définition (opérateur de greffe sur les feuilles)

driformes
Pierre CATOIRE Soit t un arbre de Schroder a k feuilles et ty,..., t, une
famille de k arbres. On note v~ l'opérateur de greffe sur les
feuilles défini par :

t v (t1,.-., t)

est l'arbre t ot nous avons greffé chaque t; sur la i feuille
de t.

Etude du dual gradué
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Produit de greffes foudroyées

Définition

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Définition (produit de greffes foudroyées)

Soit s et t deux arbres de Schroder. On définit :

m,(t®s) = Z S\f-\(tl,...,tnf(s)).

(tlf“') tnf(s))eé o)1 (t)

i .

m (Y@Y):V+W+\f/.

\,
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Bigébre foudroyante et dualité

de N.BERGERON et al.

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Proposition (N.BERGERON, S. RAFAEL GoNzALEZ D’LEON, S. X.
Li, C.Y. AMY PANG, Y.VARGAS, 2021)

(A, my,|, Ay, 5) est une bigébre graduée connexe. Cette
bigébre s’appelle TSym.

Théoreme (P.C, 2022)

A® ~ TSym.
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Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

© Axes d’études

B oy e Etude des primitifs
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Primitifs

Primitifs gauches et droits

Qf;btffjed:_ Danslecasou A=A_ + A_, de maniére codendriforme. On

crformes définit :
Prim._(A):= {t € A|A_(t) = 0},
Prim_, (A) := {t e AlA_(t) = o},
Prim codend(A) := Prim _(A) N Prim_,(A),
Prim coass(A) := {t € A]A(t) = 0}

\Y € Prim_, \f/ € Prim_,,
\</ — \F/ € Primcgass, Y € Primcodend -
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Comptage des primitifs codendriformes et
coassociatifs

Petits et grands nombres de Schroder

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Définition

de Schroder a n + 1 feuilles.

pour tout n € N par :

Le n® petit nombre de Schréder, noté a,,, compte les arbres

La suite (A,,) des grands nombres de Schréder est donnée

AO =0, Al =1= Az, An = Zan_z.
b,
n|O0|1|2] 3 4 5 6 7 8 9 10
ap, | 0| 1] 3]11 |45 ] 197|903 | 4279 | 20793 | 103049 | 518859
Erude des primitifs An |0 |1 ] 1| 2 6 22 90 394 1806 8558 41586
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Les dimensions

en utilisant des résultats de L.Foissy

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Nous avons pour tout n € N\ {0} :

d"n(Pr"nCodend(

n) =

n) n+1

dim(A,) = an,
)
)

dim(Primcoass (A

Etude des primitifs
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Lien entre les primitifs

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

Théoreme (P.C., 2022)

Pour tout n € N, on pose :

0 { PrimCoass(A)n®<Y> - PrimCOdend(A)”+1
m o

aeyY - a-Y

Alors, pour tout n € N, 8,, est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Etude des primitifs
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Génération des primitifs au sens coassociatif

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

@ Supposons que nous connaissons Primcgass(A)n-

@ On calcule Primcggend(A)n+1 via le théoréme
précédent.

@ Une algebre parenthésée permet de faire le passage
de PrimCodend(A)n+1 a PrimCoass(A)n+1~

Etude des primitifs
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Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

© Axes d’études

@ Algebres de Rota-Baxter
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Algebres de Rota-Baxter

Définition et exemple

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIR: Une algébre de Rota-Baxter de poids A est une [K-algebre
associative (A, ¢) est une application linéaire R :— A telle
que:

Définition

Va,b € A,R(a)oR(b) = R(R(a) s b)+ R(a o R(b)) + AR(a ¢ b).

Exemple (Un exemple bien connu)
Considérons A =C®(R) et :

est une algébre de Rota-Baxter de poids 0.
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Liens avec dendriforme et tridendriforme

Algébres de

Hopf triden- PrOpOSition

driformes
Pl Cae Soit (A, ¢, R) une algébre de Rota-Baxter de poids 0O, alors
en posant pour tout x,y € A :

x<y=xoR(y)etx>y=R(x)oy,

est une structure dendriforme sur A.

Proposition

Soit (A, ¢, R) une algébre de Rota-Baxter de poids 1, alors
en posant pour tout x,y € R :

Xx<y=xoR(y),x>y=R(x)oyetx-y=xoy.

est une structure tridendriforme sur A.

5\,
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'algébre de Rota-Baxter libre

en se référant aux travaux de K.EBRAHIMI-FARD, L. Guo et D.MANCHON, X.GAO,
Y.ZHANG

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Définition

Considérons 7 l'ensemble des arbres :

{1ah Yoy

On définit B, 'opérateur de greffe d'une forét sur une
racine commune :
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'algébre Rota-Baxter libre

en se référant aux travaux de K.EBRAHIMI-FARD, L. Guo et D.MANCHON, X.GAO,
Y.ZHANG

L'algébre de Rota-Baxter libre de poids 1 a un générateur
est (K7 ,B,, <) dont le produit ¢ est défini par une formule

Algébres de
Hopf triden-
driformes

Pierre CATOIRE

récursive.

70/74



Rétrospective

Algébres de
Hopf triden-
driformes Définition

Pierre CATOIRE

Une algebre de Rota-Baxter de poids 1 sur une [K-algebre
associative (A, ¢) muni d'une application linéaire R: A —» A
telle que:

Va,b € A,R(a)oR(b)=R(R(a) o b)+R(a o R(b))+ AR(a o b). |

[Exemple |

Yo =Yoo = ey =Y,
YOY:Y+Y+\{.

.
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Rétrospective

Algébres de e el
Hopf triden- Définition

driformes
S Une algebre de Rota-Baxter de poids 1 sur une [K-algebre
associative (A, ¢) muni d’'une application linéaire R: A —> A

telle que:

Va,beA,R(a)oR(b)=R(R(a)ob)+R(aoR(b))+R(aob).

[Exemple |
Yo =Yoo = e =Y
YOY:\V-FY-F\?/'
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