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Théorie de cohomologie généralisée

» Rappel : Une théorie de cohomologie généralisée

= une famille des foncteurs contravariants {H": CW? — Ab}
+ une famille des connectants {0"}

qui satisfont les axiomes : Homotopie, Exactitude, Excison.
Notation : Le groupe de coefficients H* := H*(pt).

» Thm (Milnor) :
Soit 1p: H — K une opération de cohomologie stable.
Si H, K satisfont |'axiome d'additivité et H* = K*,
alors ¢ est un iso.
» Ex
K(0) = HQ a coefficients rationnels Q
K(1) = KU/p la K-théorie complexe mod. p  F,[viY], || = —2
K(n) la n-ieme K-théorie de Morava  F,[vi!], |va| =2 —2p"

K(oco) = HF, la cohomologie sing. mod. p Fy
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Loi de groupe formel

>

>

Def : Une théorie de cohomologie multiplicative H est dite
complexe orientée si x € H?>(CP>) : H*(CP>) = H*[[x]].
H*(CP> x CP>) = H*[[x1, x2]]-

Considérons le morphisme

1t H*(CP™) — H*(CP> x CP™)
X —— FH(Xl,XQ)

Fy satisfait les axiomes :
o Associativité : Fy(Fr(x,y),z) = Fu(x, Fu(y, z)),
e Elément neutre : Fy(x,0) = Fy(0,x) = x,
e Commutativité : Fy(x,y) = Fu(y, x).
Fy est la loi de groupe formel associée a la théorie H.
Ex :
o Fur, =x+y.
o Fxy=x+y+uixy.
® Fi(n)y = Fn : la loi de Honda de hauteur n.
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Périodicité et Probleme

K(n) : La n-ieme K-théorie de Morava modulo p.
e L'anneau de coefficients : K(n)* = F,[vi!], |va| = 2 — 2p".
e La loi de groupe formel : F, € K(n)*[[x, y]].
e (2p" — 2)-périodique :
K(n)*(X) = K(n)*22"2(X) = K(n)(X).
= K(n)*(X) est Z/(2p" — 2)-gradué, K(n)* =Fp.

Objectif

Le foncteur covariant (pour le cas p = 2)

Kn: V = K(n)*(BV¥),

ou V est un 2-groupe abélien élémentaire, i.e. un Fo-espace
vectoriel de dimension finie.
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Motivation

» Pour tout groupe fini G, (Atiyah-Segal)
Re(G)s(e)—== KU*(BG)

Rc(G) : I'anneau des représentations complexes.
Cor : Fy[V] —=K(1)*(BVY),|V|=2.
> K(n)*(BZ/2) = Fa[x]/(x?") vient de la fibration
S' — BZ/2 — CP™. La formule de Kiinneth (dim V = d) :
K(n)*(BV®) = Falxi, ..., xq]/(xZ", ..., x3").
Plan :

O Etudier K, en tant qu'un objet de la catégorie .Z.
- Construction naturelle de /C,.
- La bi-filtration de K».
@ Etudier le module instable correspondant au foncteur Ky par

e L . f
I'équivalance de catégories % /N'il — Z,,.



Construction naturelle de Ky
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Point de départ

» Considérons la bijection V = HY(BV* F,) = [BV*, BZ/2].
ol [BV*#, B7Z/2] = I'ensemble des classes d'équivalence des
fibrés en droites réelles de base BV*.

» Soit J(V) l'idéal d'augmentation de F»[V],

J(V) = ((v) = [u] = [0] | v € V)p,.
» L'application linéaire
Dy J(V) — K(2)*(BVF)
(u) — e(v®@r C),
ol ¢ désigne la classe d'Euler,
s'étend canoniquement en un morphisme d'algebres

Iy S*(J(V)) — K(2)*(BVH).
Rm : Il y a une relation entre des classes d'Euler :

¢(u®r ver C) = Fa(e(u®r C),e(v @ C)).
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Des techniques d'Atiyah-Segal

» K(2)*(BV*) admet une topologie induite par la filtration
squelettale :

e Le modele de Milnor pour CW-complexe B(—) : Vk, le
k-squelette By(—) est un foncteur.
e La filtration multiplicative :

K(2)5(BV*) := Ker[K(2)*(BV*) — K(2)*(Bk_1 V*)].

o K(2)*(BV*) est complet.
» S*(J(V)) admet la topologie J(V)-adique.

» ¢\ est un morphisme continu, il s'étend en

Dy : S*(J(V)) = K(2)F(BVY).
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Résultat

Théoreme

On a un isomorphisme

5 S (V)

: T oyt
Vi T =), @N(BY):

De plus, ¢ est une équivalence naturelle.

Rm : Le résultat est encore vérifié pour tout n > 1.



La bi-filtration de Kp
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Les sous-foncteurs K, ,

SH(I(V))

Objectif : Le foncteur Ko(V) := 0 v) = Fal(0). (V)

Loi de groupe formel :fz(x,y) = x4y + x%y? (mod deg 7)
La relation (v + v) = F2((u), (v)) implique que :
. () =0,
o (utv)=(u)+(v)+ (u)*(v)
o (u+v)?=(u)?+(v)
Lemme : On a une inclusion : A* — K».
Def :
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Les sous-foncteurs K, ,

» Le diagramme commutatif

Kp,q )

V(Hv)ﬂ\u)ﬂv@)z(v)?

KP*2,q+1 Kpfl,q+2

™ —(1)2(v)2
(r @ 20?7,

Kp—3,q+3

> Kp—2,g+1 N Kp—1,g+2 = Kp-3,4+3,
> colim Kpq = K.
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La décomposition par le poids du /C,

S (J(V)

(u+v) = Fa(u), (v)) B
ol [J(V)| =2 et (u)* = 0.

Rappel : (V) =

e Toutes les composantes correspondantes aux poids impairs
sont nulles.

o Ko =K@ K2 K4 avec K5 - V — K(2)K(BVY).

= les diagrammes de sous-objets de KCy. (fichier)



La bi-filtration de Kp
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Des objets quotients

» Prop : Pour la filtration décroisante {Dy}, on a
Dp/Dni1 = Kno/Kn-12 = S"/x*.

» Thm : Pour la bi-filtration,
Kp.q

=~ AP @ N9,
Ko—2,g+1 + Kp—1,g+2

o g Ko =@ NN,
* & Koq = Blij=ry N O N
ol (I,j) = (p, q) = K,"j — Kp,q-
» Def : Le foncteur F: ¥ — ¥ est polynomial si
dim V +— dim F (V) est une fonction polynomiale.
Le foncteur analytique est la colimite de ses sous-foncteurs
polynomiaux.
» Cor : Les foncteurs K, 4 sont polynomiaux.
Le foncteur Ky est analytique.



La bi-filtration de Kp
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Auto-dualité de C

Pour F € .7
» Le foncteur dual : FE(V) := F(V#)%,
» Def 1: F est auto-dual si 3 ~vF: F i Fh tq

N A

Fh)h

» Rm : Car (ve)yv: F(V) = F(VHE (x, v = (ve)v(x)(F).
(=, =)v: F(V) x F(V#) = F5 est une forme bilinéaire non
dégénérée. Le diagramme ci-dessus donne (x,f)y = (f, x) .

F% commute.

Thm : Le foncteur Ky est auto-dual.
Dém. Construire le scalaire

((ur) - (up)(va)? -+~ (vq)?, (1) -+~ (ms)(€2)® -+~ (&)%)
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Module instables

Pour p = 2,
» Def 1 : A, est I'algébre graduée de toutes les opérations
stables de la cohomologie singuliere modulo 2.
Steenrod a construit les opérations stables Sq': H* — H**!
qui vérifient Sg° = 0 et les relations d’Adems.
» Def2: A, = (Sq' : i e N)2ke/ ~.
» Def:
e Un As-module M est instable si Sg'x =0, Vi > x].
e Une Aj-algebre M est instable si, de plus, Sgi*Ix = x2.
» Def : nilpotent : dk € N: Sqé‘x =0 ol Sqox := Sq™¥Ix.
= Les catégories : % des modules instables, .#" des algebres
instables, Ail des modules (algébres) instables.



Relation avec H, K(2
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U et F

f

. , — N
» Considérons les foncteurs % Z ol
~—
m

f(M)(V) := Homy (M, H*V)!, et m(F) := @,Hom#(I'", F).
» Prop (Lannes) : SiM e .7, f(M) = H°m%(MH vy

» Lemme : (M) = f(N) < M et N sont N//—lsomorphes.
~> une équivalence % /INil = Z,.

» Ex:
U INil Z
F(1) = (r, 72,7478, .. ), | Id
T7(F(1)) T"
5"(F( ) 5"
A"(F(1 )) A"
m(K2) = Ko




Relation avec H,

Relation entre K, et la cohomologie H*K(2),

» (Q-spectre) : I{K(2);} tq K(2); = QK(2);,1 et
K(2)'(X) = [X, K(2);].

| 2

» Foncteur de Steenrod-Epstein :
Hom » (U(M), K) = Homy (M, K).
> . t t
FU(m(K2))) (V) = F2Hom%(m(ng),H V) _ F;(’"(’Q))(V) _ F2/C2(V) _
» K5 est auto-dual = f(H*K(2)s) = f(U(m(K32))).
= H*K(2); et U(m(K2)) sont Nil-isomorphes.
Prop : U(m(K2)) et mf(H*K(2)5) sont isomorphes en tant que :
e modules instables,

e algebres de Hopf.
Cor : m(Ks) = P(mf(H*K(2):)) dans % .



Relation avec H, K(2) .
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L'homologie H,K(2),

D’apres Wilson, il existe
® aj) € Hy K(2); (i =0,1,2),
L] b(J) < H2j+1 @5,
e Le produit o est induit par la structure multiplicative sur
K(2).
Thm (Wilson) : En tant que Fy-algébres,

H.K(2)x = (X) TPa(ayob”) (R) P(ayoa)ob?) K) Aa'ob).
Jo<3 autre cas
ou
o [ = (io, il,ig) avec ik =0ou 1,
o J= (j07j17 : ) avec 0 < jx <3,

ol ao'1 0a%2 o p0 o boj1

| J .
 a ob’ =3y 0an)°as) 0 bpg) by



Relation avec H, K(2) «
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Relation entre K5 et I'homologie H,K(2),

Dans %, on a la suite exacte :

0—— Ny — = H'K(2); mf(H*K(2);) —= Ny —=0,

N

R

ol Ny, N> sont nilpotents, R est réduit.
Par dualité,

Prop 1 : Rf = @ A(b?) — H.K(2)s.
Prop 2 : Q(R¥) = (b')g,.

Théoreme

1

m(K2) = ((b7)r,)".




Merci !



	Introduction
	Introduction

	Construction naturelle de K2
	Point de départ
	Des techniques d'Atiyah-Segal
	Résultat

	La bi-filtration de K2
	Les sous-foncteurs Kp,q
	La filtration croissante et la filtration décroissante
	Des quotients et le gradué associé à la bi-filtration
	Auto-dualité de K2

	Relation avec H*K.3ex(2.3ex)-.4ex[0ex]1.98em.1ex*
	Module instables
	U et F
	Relation entre K2 et la cohomologie H*K.25ex(2.25ex)-.3ex[0ex]1.85em.1ex*
	Détection dans la structure d'anneau de Hopf de H*K.25ex(2.25ex)-.3ex[0ex]1.85em.1ex*
	Relation entre K2 et l'homologie H*K.25ex(2.25ex)-.3ex[0ex]1.85em.1ex*


