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Motivations

La dualité de Poincaré ne marche pas sur les espaces singuliers.

Exemple (Contre exemple de Poincaré : la suspension du tore)

La suspension du tore X T ne vérifie pas la dualité de Poincaré :

Hi(XT;Q) 2 H(XT;Q)

Les espaces d'intersection sont une solution topologique au probléme de la
dualité de Poincaré sur les espaces singuliers.

I Algébre ‘ Topologie
Cohomologie Cohomologie d’intersection | Espaces d’intersection
(Goresky-MacPherson) ! (Banagl)
Variété complexe projective

"Kahler Package" ‘ Dualité de Poincaré
] Le reste ?
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Pseudovariété a singularités isolées

Une pseudovariété a singularités isolées de dimension n est un espace
topologique séparé filtré X

0CcxrcX,=X

ou
e ¥ ={o4,...,0y} est une ensemble fini de points (les singularités
isolées),
@ Xpeg := X — X est une variété topologique de dimension n,
@ Sic € X, alors 6 posséde un voisinage ouvert U C X homéomorphe au
cbne ouvert
U~ cl(c,X).

L(o, X) est une variété topologique de dimension n— 1 et est appelée un

entrelacs de ¢ dans X.
— \
- [T
L
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Espaces d’intersection

Soit L un espace topologique et k un entier. Une troncation homologique
de degré k de L est un espace topologique txL muni d’'une application de
comparaison

f: thl— L

telle que I'application induite H,(f; Q) donne les isomorphismes

H(LQ) r<k,
0 r> k.

Hy (s Q) {

Une troncation homologique de degré k de L existe tant que L est connexe
par arcs.

| A

Exemple
Soit L le tore et k = 1.

i 4L=S'VvS' < L
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Espaces d’intersection

Soit X une pseudovariété a singularités isolées, * = {c1,...,0y}.
@ Onnote L; := L(o},X), on a une application LIL; — Xreq.

@ Soit p une n-perversité. Pour chaque /i, considérons la troncation
homologique de degré p de L;,

fi: TﬁL,‘ — L, Vi

On note t*L; la cofibre homotopique f..

Définition

Lespace d'intersection p-pervers [PX est défini par

PX = hpush(\/ L\ UL; — Xieq).
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Dualité de Poincaré généralisée

Théoréme (Banagl)

Soit X une pseudovariété compacte connexe orientée a singularités isolées,
Y ={o4,...,0y} et de dimension n. Soit p,q deux n-perversités
complémentaires, c’esta direp+q=n—2.

On a alors lisomorphisme suivant

HX(PX; Q) := hom(Hk(PX;Q),Q) = Ho_«(I7X; Q).

Remarque

Dualité de Poincare dite "généralisée” : on a deux espaces topologiques
différents impliqués, X et 19X |




Introduction
(e]e]ele] ]

SidimX =2salors m:=s—1et
m+m=dmX-2.

D’ou
H (" X; Q) := hom(Hk(I"X; Q),Q) = Ho_«(I"X; Q).

Théoreme (Signature, Banagl)

Soit X une pseudovariété compacte connexe orientée a singularités isolées
de dimension n = 4s, alors les formes bilinéaires symeétriques non
dégénérées
bai: H*(IMX; Q) ® H*5(I"X; Q) — Q.
et
bi: IHZ(X;Q) ® IHZ(X;Q) — Q

ont la méme signature.
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Structures de Hodge mixtes

On note V(C);so 'ensemble des variétés algébriques complexes projectives
a singularités isolées. Le lieu singulier est noté ¥ = {G4,...,0y}.

Exemple (Conifold)

X={z+2+23+23+2; — 52021222324 = 0} C CP*,
hypersurface complexe projective de dimension complexe 3.
Q@ X =125
Q L; =2 8% x S° pour tout /.




Introduction
lo] lele}

Structures de Hodge mixtes

Une structure de Hodge mixte (rationnelle) (sHm) est un triplet (H, W, F)
ou

@ H est un Q-espace vectoriel de dimension finie,

@ W est une filtration croissante sur H (la filtration par le poids)

o=W_,CWoC---CWp_1CW,=H.
© F est une filtration décroissante sur He := H® C (la filtration de Hodge)
CcFlcF'c...cF'c FP=Hc

telle que grf (Hc) := (Wi/ Wk—1) ® C est muni d’'une décomposition en
somme directe de sous espaces complexes

g (He) = € A29 vérifiant 229 = 42
p+q=k

La sHm (H, W, F) est pure de poids k si gr/(H) est le seul sous espace
gradué non trivial.
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Théoreme (Deligne)

Soit X une variété algébrique. Pour tout k > 0, H*(X; Q) est naturellement
munie d’une structure de Hodge mixte.

Théoreme (Banagl, Maxim, 2012)

Soit X ¢ CP™ une hypersurface complexe projective avec une unique
singularité isolée d’entrelacs L. On suppose que

@ n>3,
e Tor(H,—1(L,Z)) = 0.
Alors HX(I™ X; Q) est munie d’une structure de Hodge mixte pour tout k.

Remarque

Lespace d'intersection /™ X n’est pas une variété projective complexe !

Question (Banagl, Maxim, 2012)

Existe t'il une structure de Hodge mixte sur la cohomologie des espaces
d’intersection de variétés complexes projectives ?
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Pour résumer

Soit X € V(C),s0r- On a le diagramme d’espaces topologiques suivant
FX:={PX— . — "X — ... — PP2X}
induisant le diagramme suivant d’algebres de cohomologie.

H (P X; Q) := {H*(P"2X;Q) — -+ — H*(I"X; Q) — --- — H*(°X; Q)}

Modéliser, via ’homotopie rationnelle, un tel diagramme

H*(P"2X;Q) — --- — H*(I"X; Q) — --- — H*(°X; Q).

Puis, définir des structures de Hodge mixtes compatibles sur les sommets.
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Homotopie rationnelle

Théoreme (Sullivan)

Il existe un foncteur contravariant Ap.(—): Top —> CDGA(‘(’DP tel que pour
tout X, on ait un zig-zag naturel de quasi-isomorphismes d’algebres
différentielles graduées.

ApL(X) <— - = C*(X; Q).

@ Un modéle rationnel de X est une adgc (A, d) avec un zig-zag de
quasi-isomorphismes

ApL(X) <— - = (A,d).
@ Lespace X est formel s'il existe un zig-zag de quasi-isomorphismes
ApL(X) «— - — (H'(X;Q),0).
© Un modéle rationnel de f: X — Y est un morphisme d’adgc

g: (A,d) — (B,d) tel que H*(f) et H*(g) induisent le méme
morphisme d’algébres (a isomorphisme pres).
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adgc coperverse

Une adgc n-coperverse As sur Q, est un diagramme

Pon—22n—3 P37 P10
T 2 A S A)

As = {A2,7,2

ou
@ Pourtoutp € P :={2n—2,...,0}, Ag est une Q-algebre différentielle
graduée commutative (A% d, ) ken,
@ Les Ppr7.p SON des morphismes d’adgc.

Al H i+j k+1
p+1 Ajp+1 p+1 Aﬁ
((Pp+1,pv(Pp+1,p)J J‘Pp+1,p Pori pj J‘pp+1,p
i ' i+j k k41
A%XA% m S AATg A
. H(2n—2g7-3) (%1) v HOT0)
Hy(A) ={H;z=(A) — - Hi(A) — H3(A)}

On note PP CDGAg la categorie des adgc coperverses.
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Modele rationnel copervers des espaces d’intersection

Soit X € V(C)s0r- Il existe une adgc coperverse

P2n—22n—3 P37 ®10
TEAE

Als(X) = {Al=5(X) = AR(X) — Al(X)}

telle que

H* (Ak(X)) ~ {H*(P"2X;Q) —» --- — H*(I'X; Q) — H*(I°X;Q)}.

4

X = hpush(\/ PL;

Soit i: A(Xreg) — A(LILj) modéle de LIL; — Xigg.

UL — Xreg)

Als(X) = pully(i) := pull(A(Xeg) — A(LIL;) «— EDA(LIL;)(t, df))

est un modéle rationnel de PX.
Cela définit
Als(=) V(C)jso1 — Ho(BPCDGAQ).
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Théoreme (K.)

Soit X € V(C),so de dimension complexe n. Il existe une adgc de Hodge
mixte coperverse Mks(X) avec un zig-zag de quasi-isomorphismes

ME(X) <— - = Ak(X)

telle que
@ Mi5(X) = pullz(i) ot T: M(Xreg) — M(L) est un modele d'adgc de
Hodge mixtes pour le type d’homotopie rationnelle de I'inclusion

it L= Xieg-
@ On aun isomorphisme d’adgc de Hodge mixte coperverses

H* (MIs(X)) = H* (I° X; Q).
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Suite spectrale de poids

Soit X € V(C);so1, 'adgc de Hodge mixte Mi5(X) donne pour tout p une suite

spectrale.
(Mis(X), W) ~ Eh 5(X) = E1 (Mis(X), W)

Cette suite spectrale dégénére a la page E; (Deligne).

EI1,2n72(X) - EI1,2n73(X) e E’1,§(X) - E’ﬁ(x) - E/1,6(X)

Théoréme (K.)

Soit X € V(C);so1, 0n @ un isomorphisme dans Ho(P;"CDGAc) de
Als(X)® C vers El 5(X)®C.

| A

Corollaire

Pour tout p, le type d’homotopie rationnelle de /PX est complétement
déterminé par la premiére page de sa suite spectrale de poids El; 5(X).
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Calculs explicites

Pour la suite de I'exposé, on
suppose que X € V(C);sos '
admet une résolution des
singularités ayant un diviseur
exceptionnel lisse D.

D——X

I

Y——— X °
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Différence avec la cohomologie d’intersection

Observation

La cohomologie d’intersection pour la perversité milieu /H%(X; Q),
X € V(C)sor, €st pure de poids k pour tout k > 0. Ce n’est pas le cas pour la
cohomologie des espaces d’intersection.

Soit K une surface de Kummer, ie
K=(S"xS'x8"xs") /1 1:8" =8 z~z

La suite spectrale de poids pour la perversité milieu donne la page E;

suivante.
s=4 Q™ 0 0 0
s=3 0 0 0 QP
s=2 0 Q° 0 Q°
s=1 0 0 0 QP
s=0 0 Q QP Q

’EI'S )Hr_q r=0 r:1H HS(I1K;Q)‘
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Pureté implique formalité

Théoréeme (K.)

Soit X € V(C)jsor de dimension complexe n. Soit p une n-perversité. Si
HK(IPX; Q) est pure de poids k pour tout k > 0, alors IPX est formel.

S={[z0:21:22:23] €CP®: zg+ 2} + 23 + z53 = 0}.

Soit Pc S son cone projectif et *P¢ S 'espace d'intersection associé.

El(PcS) E/é:%(]P’C S) El5(PcS)
s>5 0 s>5 0 s>5 0
s=4 || Q% s=4 Q s=4 Q
s=3 0 s=3 0 s=3 0
s=21 Q s=21 Q s=21 Q%
s=1 0 s= 0 s=1 0
Q |
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Espaces d’intersection qui n’ont pas de sHm pures

X = {ngrzf’ +z§+z§+z§ — 52021202324 = O} ccp*

La suite spectrale de poids pour la perversité milieu donne.

5=6 Q™ 0 0 0
s=5 0 0 0 Q™
s=4 @101 Q 0 Q
s=23 0 @2 0 Q204
§=2 0 Q Q' Q
s=1 0 0 0 Q™
s=0 0 Q Q124 Q

| ER(x) [[r=—1 r=0 r=1 H(PX;Q) |

Pourtant, X est
@ Formel, du point de vue de la cohomologie singuliére [Chataur-Cirici,
2015].

@ Formel, du point de vue de la cohomologie d’intersection
[Chataur-Saralegi-Tanré, 2014], [Chataur-Cirici, 2016].
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Espaces d’intersection qui n’ont pas de sHm pures

X={z3+2+2+25+2; — 52021202324 = 0} C CP*

s=6 Q™ 0 0 0
s=5 0 0 0 Q™
s=4 Q101 Q 0 Q
s=3 0 @2 0 Q204
s=2 0 @ Q101 Q
s=1 0 0 0 0
s=0 0 Q 0 Q
[EE@) [r=—1 r=0 r=1[H(Px:Q)]

Normalisation

Il faut normaliser. On a une "application de normalisation" PX — PX ou
I'espace d’intersection normal /°X est construit de fagon analogue a la
normalisation d’'une pseudovariété stratifiée.
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Théoreme (K.)

Soit X € V(C);so de dimension complexe n. SoitY := {oy,...,0y} le lieu
singulier de X. On suppose que

@ Il existe une résolution des singularités f: X — X tel que le diviseur
exceptionnel D := f~1(X) est lisse.

@ Lentrelacs L; de chaque singularité 6; € ¥ C X est (n— 2)-connexe.
Alors, pour toute n-perversité p # 0, IPX est formel sur C.

| \

Exemple

Soit X = {zg’ —|—zﬁ3 + ZS —|—z§ + z;;’ — 52021202324 = 0} c CP*, alors X est
formel.
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Merci !
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