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Théorie du chaos

. . . For in respect to the latter branch of the supposition, it
should be considered that the most trifling variation in the facts
of the two cases might give rise to the most important
miscalculations, by diverting thoroughly the two courses of
events, very much as, in arithmetic, an error which, in its own
individuality, may be inappreciable, produces, at length, by dint
of multiplication at all points of the process, a result enormously
at variance with truth.. . .

Edgar Allan Poe
The mystery of Marie Roget, 1843
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Théorie du chaos

. . . Car, relativement à la dernière partie de la supposition, on
doit considérer que la plus légère variation dans les éléments
des deux problèmes pourrait engendrer les plus graves erreurs
de calcul, en faisant diverger absolument les deux courants
d’événements ; à peu près de la même manière qu’en
arithmétique une erreur qui, prise individuellement, peut être
inappréciable, produit à la longue, par la force accumulative de
la multiplication, un résultat effroyablement distant de la
vérité. . .

Trad. Charles Baudelaire, 1864
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Système dynamique discret

f : X → X une application.
x0 ∈ X et xn+1 = f (xn).

x0 = 0, xn+1 = x2
n − 1.5
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Section de Poincaré
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Espace des phases du pendule

(
θ
ω

)′
=

(
ω

K sin(θ)

)
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L’application de Chirikov

(
θn+1
ωn+1

)
=

(
θn
ωn

)
+

(
ωn+1

K sin(θn)

)
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Homéomorphismes du cercle

f : R/Z → R/Z est un homéomorphisme du cercle.
F : R → R est un relevé continu tel que
F (x + 1) = F (x) + 1.

F (x) = x +
a

2π
sin(2πx) + b, (a,b) ∈ [0,1]× R.
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Nombre de rotation

f : R/Z → R/Z est un homéomorphisme du cercle.
F : R → R est un relevé continu tel que
F (x + 1) = F (x) + 1.

Théorème (Poincaré–1885)

Quand n → +∞, la suite de fonctions 1
n (F

◦n − id) converge
uniformément vers une fonction constante.

Definition
Le nombre de rotation de f est la valeur rot(f ) ∈ R/Z de cette
constante.
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Nombre de rotation
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Nombre de rotation
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Nombre de rotation

Le graphe de la fonction b 7→ rot
(
x + 1

2π sin(2πx) + b
)
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Une question de Poincaré

H. POINCARÉ, Sur les courbes définies par les équations
différentielles (III), Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées 1 (1885): 167-244.
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Reformulation de la question de Poincaré

Proposition (Poincaré–1885)

Soit f : R/Z → R/Z un homéomorphisme de nombre de
rotation irrationnel θ. Il existe φ : R/Z → R/Z continue et
croissante, telle que φ ◦ f = φ+ θ.

Question
Existe-t-il des exemples f pour lesquels la fonction φ n’est pas
injective ?

Question
Si f est holomorphe, la fonction φ est-elle nécessairement
injective ?
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Un exemple/contre-exemple de Denjoy

A. DENJOY, Sur les courbes définies par les équations
différentielles à la surface du tore , Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées 11 (1932): 333-376.
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Il n’y a pas de contre-exemple de Denjoy analytique
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Dynamique des fractions rationnelles

Ĉ = C ∪ {∞} est la sphère de Riemann.
f : Ĉ → Ĉ est une fraction rationnelle de degré d ≥ 2.
z0 ∈ Ĉ et zn = f (zn).
ω(z0) est l’ensemble des valeurs d’adhérence de (zn)n≥0.
L’ensemble de Fatou Ff est le plus gros ouvert sur lequel
l’application z 7→ ω(z) est continue.
L’ensemble de Julia Jf est le complémentaire de Ff .
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Classification des composantes de Fatou

Théorème (Fatou–1920)

Si f : Ĉ → Ĉ est une fraction rationnelle de degré d ≥ 2 et si f
est une composante connexe périodique de l’ensemble de
Fatou alors

1 soit f est le bassin d’un point attractif ;
2 soit f est le bassin d’un point parabolique ;
3 soit f est isomorphe à un disque et f est conjuguée à une

rotation irrationnelle ;
4 soit f est isomorphe à un anneau (couronne) et f est

conjuguée à une rotation irrationnelle.

Question
Les cas 3 et 4 peuvent-ils se produire ?
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Points indifférents

Question

Supposons que f (z) = ei2πθz +O(z2) avec θ ∈ R∖Q. Le point
fixe 0 est-il dans l’ensemble de Fatou ou dans l’ensemble de
Julia ?

Exemple (Pfeiffer–1917)
Il existe des germes f tels que 0 n’est pas linéarisable.

Proposition (Julia–1919)
Si f est une fraction rationnelle 0 ∈ Jf .

Exemple (Cremer–1935)
Il existe des fractions rationnelles f telles que 0 ∈ Jf .

Exemple (Siegel–1942)

Il existe des fractions rationnelles f telles que 0 ∈ Ff .
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Disques de Siegel et anneaux de Herman

f (z) = ei2πθz + z2 f (z) = ei2πtz2 z−4
1−4z

avec θ =
√

5−1
2 avec t = 0.61517321588 . . .
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Théorème de non-errance de Sullivan

Le résultat de Fatou porte sur les composantes de Fatou
(pré)périodiques.

Théorème (Sullivan–1985)
Si f est une fraction rationnelle, toute composante de Fatou est
prépériodique.

Exemple (Baker–1976)
Il existe des applications entières f : C → C ayant des
composantes de Fatou errantes.
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Domaines errants en dimension supérieure

Exemple (Astorg,Buff,Dujardin,Peters,Raissy)

Si a ∈ (0,1) est suffisamment proche de 1, l’application
f : C2 → C2 définie par

f
(

x
y

)
=

(
x − x2

y + y2 + ay3 + π2

4 x

)

possède une composante de Fatou errante.

Exemple (Astorg,Boc-Tahler)

Si a ≥ 2 est un entier, l’application f : C2 → C2 définie par

f
(

x
y

)
=

(
x − x2

y + y2 +
(

1
4 + π2

(ln a)2

)
x2

)

possède une composante de Fatou errante.

X. Buff Exemples et Contre-exemples



Applications de Hénon

p est un polynôme de degré d ≥ 2.
a ∈ C∖ {0}.
L’application H : C2 → C2 définie par

H
(

x
y

)
=

(
p(x)− ay

x

)
est une application de Hénon.
Si |a| < 1, l’application de Hénon est dissipative.

Question
Existe-t-il une application de Hénon dissipative possédant un
anneau de Herman ?
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Un exemple de Krikorian

Exemple (Krikorian–2024)
Il existe des applications de Hénon dissipatives possédant un
anneau de Herman.
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D’autres exemples

Conjecture

Si a ∈ (0,1) est suffisamment proche de 1, l’ensemble des
paramètres b ∈ (0,+∞) tels que l’application de Hénon
dissipative

H
(

x
y

)
=

(
x + x2 + a(x − y) + b

x

)
a un anneau de Herman est de mesure de Lebegue strictement
positive.
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D’autres exemples

Exemple d’orbites pour a = 3/4 et b = 1/64.
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