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Dans les années 70, H.O Fattorini et D.L Russell, [4], [5], ont relié la méthode des moments à l’étude
de la contrôlabilité au temps T > 0 de l’équation de la chaleur. L’argument de base est la construction
et l’estimation de familles bi-orthogonales dans L2(0, T ) à

{
e−λkt, k ≥ 1

}
où
(
λk
)
k≥1

est la suite des valeurs

propres d’opérateurs de Sturm-Liouville. Le théorème de Muntz et la formule de Weyl imposent de se restreindre
à la dimension 1 d’espace. Ces dernières années des travaux tels que, par exemple, [1], [3], [2] ont montré que
même dans le cas d’équations paraboliques, la contrôlabilité à 0 au temps T pouvait nécessiter T ≥ T0 avec
T0 > 0. Ces résultats, basés sur des phénomènes de hautes fréquences, sont obtenus par un approfondissement
des travaux de [5] sur la construction et l’estimation de familles bi-orthogonales dans L2(0, T ) à

{
e−λt, λ ∈ Λ

}
où Λ ⊂ C. En conséquence, ils sont restreints à la dimension 1 d’espace. L’objectif de cet exposé est
de faire un premier pas dans la construction de familles bi-orthogonales dans L2((0, T ) × ω) (en
espace-temps) à

{
e−λtφλ λ ∈ Λ

}
, avec Λ ⊂ R,

(
φλ
)
λ∈Λ
⊂ L2(Ω), ω ⊂ Ω ⊂ Rd, d ≥ 1. Pour plus de clarté, je

présenterai ce nouveau résultat à travers l’étude des deux problèmes de contrôle suivants :

∂ty − Ly = 0, QT = (0, T )× Ω,

y = bu1Γ0 , (0, T )× ∂Ω,

y|t=0 = y0, y|t=T = 0, Ω,



∂ty − Ly = b1ωu, QT = (0, T )× Ω,

y = 0, (0, T )× ∂Ω,

y|t=0 = y0, y|t=T = 0, Ω,

(1)

où (x′, x) ∈ Ω = Ω1 × (0, π) ⊂ Rd avec d ∈ N∗, y = (y1, y2), Γ0 = ω1 × {0} (avec Γ0 = {0} si d = 1),
ω = ω1 × (a, b) ⊂ Ω (ω = (a, b) si d = 1) et

b =

 b1

b2

 ∈ R2, p ∈ L2(Ω), L =

 ∆ 0

0 ∆ + p

 , (2)

et u est le contrôle, dans L2((0, T )× Γ0) ou dans L2((0, T )× ω). Pour des raisons évidentes

bj 6= 0, 1 ≤ j ≤ 2, . (3)

En dimension 1 d’espace, d = 1, Lydia Ouaili, [6], a résolu ces deux problèmes de contrôle en utilisant la
méthode des moments et en s’appuyant sur la proposition suivante :

Proposition 0.1. Il existe C = C(p) tel que pour tout T > 0 la famille
{
e−k

2t, e−λk(p)t
}
k≥1

admette une

famile bi-orthogonale {qk,j}k≥1, j=1,2 dans L2(0, T ) vérifiant :

‖qk,j‖L2(0,T ) ≤ Ce
C
T eC

√
λ
(j)
k

1

|λ(1)
k − λ

(2)
k |

, k ≥ 1, j = 1, 2,

où
λ

(1)
k = min{k2, λk(p)}, λ(2)

k = max{k2, λk (p)}, k ≥ 1.

où (λk (p))k≥1 est la suite ordonnée des valeurs propres de −
(
∂2

∂x2 + p
)

. Cette proposition lui a permis de

prouver que les deux problèmes sont contrôlables à tout temps T > T (p) = lim sup − ln |k2−λk(p)|
k2 . Elle a aussi

montré que le premier problème (contrôle au bord) n’est pas contrôlable si T < T (p) et de même pour le second
problème (contrôle interne) sous la condition additionnelle que le support de p soit contenu dans (0, a) ou (b, π).
De plus, elle a aussi montré que pour tout τ ∈ [0,+∞], il existe p ∈ L2(0, π) tel que T (p) = τ .

Depuis ce résultat, en dehors du cas particulier où ω1 = Ω1, le cas d > 1 est resté ouvert. Dans cet exposé,
je montrerai comment, dans le cas p(x′, x) = p(x), on peut construire et estimer des familles bi-orthogonales
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dans L2((0, T ) × Γ0), ou L2((0, T ) × ω), à
{
e−λtφλ λ ∈ Λ

}
, où

{
Λ,
(
φλ
)
λ∈Λ

}
sont les éléments spectraux de

(L,D(L)). En particulier, je montrerai que T (p) est le temps minimal de contrôle.
Je terminerai l’exposé par l’énoncé du résultat principal sur la construction et l’estimation de familles bi-

orthogonales à des familles
{
e−λtφλ, λ ∈ Λ

}
plus générales que celles de ces deux exemples.

References

[1] F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, M. González-Burgos, L. de Teresa, Minimal time for
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